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Calculo de la dispersion
longitudinal en corrientes

Luis Francisco Ledn Vizcaino

Instituto Mexicano de Tecnologfa del Agua, CNA

En afios recientes, ante el aumento de los problemas por contaminacion, se ha despertado un
interés creciente dentro de la comunidad hidrdulica por analizar y predecir la evolucién de los
contaminantes que son descargados en los cuerpos de agua. Las soluciones numéricas para
resolver la ecuacién de conveccidn-difusién son numerosas y a veces demasiado refinadas, con
el intento de eliminar comportamientos oscilatorios. Es bien conocido que fa prictica comun de
separar efectos en la solucién y en los andlisis de estabilidad, no es siempre la mejor forma de
resolver los problemas de dispersién. Este trabajo es una aportacién en el campo. del célculo
numérico de la difusidn en rios, especiticamente en la solucién de fa ecuacion de dispersién

" longitudinal en procesos sujetos a conveccidn-difusin. Dicha ecuacion se presenta en su forma

unidimensional y se resuelve con esquemas explicitos de diferencias finitas. Se presentan los
resultados de un nuevo método de estabilidad, dando los rangos de los nimeros de Courant y
Péclét que garantizan la solucién numérica con esquemas explicitos. Por tltimo, se comparan
los resultados de los esquemas con soluciones analiticas y datos de laboratorio y se comprueba
su exactitud. De esta manera, se obtienen métodos sencillos y estables para el célculo de la

dispersion.

Antecedentes

Historicamente, el ser humano ha dispuesto de
sus desechos de la manera méas simple, por
ejemplo, desalojando las aguas residuales a cuerpos
de .agua y corrientes, cuyo destino final . casi
siempre son los mares y los grandes lagos.
En su trayecto por las corrientes superficiales
0 subterrdneas, los contaminantes se diluyen y
dispersan, pero en ocasiones, en algunos tramos
se generan concentraciones excesivas que impiden
utilizar. el recurso y alin mas, provocar desequilibrios
importantes en los ecosistemas locales.

Evaluar los dafios de la contaminacion 'y
controlarla implica - necesariamente disponer de
métodos para calcular el transporte de las sustancias
contaminadoras, en el tiempo y a lo largo de las
corrientes.

El fendmeno de la difusién de contaminantes es
un problema de transferencia de masa, que se
define como el movimiento de un constituyente de
una regién de alta concentracidbn a una de baja
concentracién. Dicho movimiento es' de dos tipos:

molecular (microscépicamente, por el movimiento
propio de las moléculas) y convectivo (transferencia
asociada con las caracteristicas dinamicas del flujo,
como velocidad vy turbulencia). Un contaminante
descargado en un canal, ya -sea natural o
artificial, tendera a ser dispersado por el movimiento
hidrodinamico convectivo y . por la dilucién debida
a los mecanismos de difusién. Desde el punto de
la descarga hasta.la seccién en que se completa
la difusidn transversal en el cauce, lapso que
se conoce como tiempo de mezclado (Fischer,
1979), se presenta el desarrollo de la nube de
contaminante que finaimente alcanza la uniformidad
a todo lo ‘ancho del canal. Después de esta
zona de mezclado transversal o zona cercana, la
ecuacion unidimensional de dispersion longitudinal
logra, con frecuencia, una representacion adecuada
del fenémeno y aunque su solucién no es sencilla,
conduce a resultados Utiles.

Ecuacién de dispersion longitudinal

Al considerar la difusién de dos o méas especies
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Célculo de la dispersion longitudinal en corrientes

identificables en un fluido no homogéneo, debe
satisfacerse el principio de conservacion de la materia
para cada componente de la mezcla.

El comportamiento de los procesos de transferen-
cia se debe a una “fuerza de intercambio” que pro-
viene de un gradiente de concentraciones, es decir,
de la existencia de regiones con diferentes grados de
concentracion de la sustancia. Una expresién que re-
laciona la rapidez de transferencia de una sustancia
de masa M con la magnitud del gradiente, se puede
plantear de la forma siguiente:

dM/dt _ dM/Vo 0
Area =~ ds

donde:

Vo = Volumen
= Direccidn de transferencia

8
d—}l}'frjg = Transferencia por unidad de tiempo, de M
por unidad de &rea normal a la direccion s

dMaV": Gradiente de M, por unidad de volumen en

la direccion de transferencia

M = eslacantidad de masa disuelta M = AmC,
donde C es la concentracion definida como
la masa de sustancia disuelta por unidad
de masa del fluido.

Para transformar la proporcionalidad (1) por una
igualdad, se puede introducir una constante del
proceso D (difusividad de masa, con unidades L2T-1),
conocido como coeficiente de difusidbn molecular.
Con esto, la ecuacion (1) se transforma en:

d(am0) _ __d[AmC
dtAzdy T TV Ave
--p2 [pc’] 2
dz

donde ¢, es el flujo de transierencia de masa y
el signo (-) indica que el transporte es de zonas
de mayor a menor concentracion. Si la densidad
del fluido es constante, como es razonable suponer,
p=Am/AVo, con lo cual, d(pC)/dz = p dC/dz, y
por tanto, la ecuacion (2) puede escribirse: -

9z = _PDE

Analogamente, si se considera que el coeficiente
D se mantiene constante, para las direcciones y, z,
se tiene:

dC

= oD%
qy P dy
dC

gz f‘ﬂDE

Por ditimo, en notacion vectorial, se puede escribir:

g=—pDVC 3

La ecuacién (3), conacida como Primera ley de
Fick, establece que el flujo de masa por unidad de
area y tiempo (ML=2T+), es proporcional al gradiente
de la concentracion del soluto en la direccion de
transferencia.

Al aplicar esta ley al principio de conservacién de
masa en un volumen de control para un flujo binario,
y si se considera exclusivamente al soluto (Fischer,
1967), se obtiene:

C — .
%;Jrv-vo:pv?o (4)

La ecuacion (4) es conocida como la de
consefvacion de masa de un contaminante en un
volumen de control sujeto a conveccién y difusion,
también llamada ecuacion de la difusién convectiva.

Al resumir las hipdtesis que se aceptan en la
ecuacion (4), se puede decir que se considera
un flujo incompresible; que se adopta la ley de
Fick de simple proporcionalidad entre [a difusién del
contaminante y el gradiente de las concentraciones;
gue se toma como propiedad exclusiva el coeficiente
de difusion molecular que relaciona el tipo de
contaminante con el flujo, y que el flujo es
conservaiivo, sin reasciones guimicas ni biologicas en
el medio. Todas estas simplificaciones producen una
ecuacién suficientemente cercana al comportamiento
de mezclas en un amplio grupo de cuerpos de agua.

A una escala macroscopica, se adopta un
coeficiente de dispersién K que abarca tanto los
efectos convectivos como los turbulentos. Con
esta consideracion, se puede escribir la ecuacion
unidimensional de dispersién para valores medios de
la concentracion en la seccidon como (Taylor, 1954):

aC ocC

8¢ 8¢ 820,
' ot dz

=K~ (5)

La expresién (5) se conoce como “ecuacidn -
unidimensional de dispersién longitudinal”.
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Solucién con esquemas explicitos de
diferencias finitas

Matematicamente, la ecuacion (5) es una diferencial
parcial de segundo orden, de tipo parabdlico y
susceptible de ser resuelta por diferencias finitas, que
son cocientes de diferencias como aproximaciones
a derivadas y se obtienen de la serie de Taylor
con cierto error de truncado. Las aproximaciones
utilizadas son las siguientes:

80 C(z,t+ At) — O(s,1)

9z At ®)
8C Oz + Az, t) — C(z — Az, i) @)
dr 24z _
820 _ C(z+Az,t)~2C(z,i)+C(z— Azt :
S = ( i 1+0( )

Si, por sencillez notacional se cambia a C’J'-‘=
C(z,t); Oy =O(z+Azt); Offl =0z~ As,
t+ At), etc. donde el subindice representa la
seccion en el espacio y el supetindice, el nivel en
el tiempo y se sustituyen los cocientes de diferencias
(6), (7) y (8) en la ecuacion (5), se llega a:

1 U :
= (o]n+ on) o (o;?+1—0;*_1> ~
e X

DeSpejando para el siguiente nivel en el tiempo se
obtiene:

0;1 —O;‘ - -2—2';( ]'*"_*_1 - C’?._1>
KAt
+ Azt < 1 — 207 + C’?_l) (10)

La ecuacién (10) es un esquema de diferencias
finitas explicito y centrado simétricamente. A partir de
ellay definiendo los siguientes valores:

C= % Numero de Courant de malla

P= U_Ké_ Numero de Péclét de malla

dicho esquema (10) se transformaen:

crtt=cr (A + %) +C7 (1 - ZA)

+ ;‘H(A-%) | (11)

donde X es el cociente de Courant sobre Péclét,

Si los cocientes de diferencias considerados son
hacia atrds o adelante en el espacio, representados
por las aproximaciones:

oc Cr-0C7,

ECR ’ Azy (i2)
cr . —Cr

ac — Jj+1 J (13)

En Az

y con un procedimiento anélogo, al sustituir (12)
6 (13) en (5) se pueden obtener otros esquemas
explicitos de primer orden, que en general se pueden
escribir como:

Los valores de los coeficientes (Ap, A1 Y Aq), para
cada tipo de aproximacién se resumen en el cua-
dro 1:

1. Esquemas explicitos de primer orden

Esquema CF*l = AgClLy + AICT + 4307,
expllcito
(14) Ag A Az
Diferencia
hacla atrés A+C 1-20-C A
Diferencia '
centrada A+ %— 1-2) A= %—
Diferencla
hacla adelante A 1-2 +C A-C
- Kat . C _ ud _ ud
SR R LA

Resumen de criterlos de establlidad

Durante el trabajo de investigacion bibliogréfica,
que antecedi® a este estudio, fue sorprendente
no encontrar criterio alguno de estabilidad para
la ecuacion completa de conveccién-difusién, sino
exclusivamente para conveccion pura (K = 0) o para
difusién pura (v = 0), por lo.que hubo que elaborarlo.

La raz6bn de la no existencia de criterios
de estabilidad es la complejidad matematica al
considerar la ecuacion completa. Se utilizé el método

de la analogla de la ecuacién diferencial ordinaria,
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Célculo de Ia dispersién longitudinal en corrientes

propuesto recientemente (Aldama, 1985 y 1987), vy
se efectud un nuevo andlisis de estabilidad, cuya
amplitud excede el espacio y los alcances de este
articulo, pero se muestra en detalle en la tesis de
maestrfa del autor (Ledn, 1990).

En general, consiste en desarrollar el método de:

Von Neuman en el esquema completo, en funcion
tanto del nimero de Courant como del de Péclét,
para después obtener, mediante el método de la
analogfa, una frontera de ‘estabilidad neutra a partir
de la cual se resuelve numéricamente un problema de
optimizacién de C en funcion de P. '

De los andlisis de estabilidad y compatibilidad
se obtuvieron las condiciones que se resumen
individualmente en el cuadro 2 para los esquemas
explicitos de primer orden:

2, Condiciones de estabilidad

Esquema explicito Limite del Limite del
con diferencias: # de Courant # de Péclét
Hacla atras c<-E P>0
2+P )
Centrada S C<iP P<?2
Hacla adelante C< ﬁ P<i

Fue posible generalizar los resultados en una
expresion con un factor cuyo valores de 1, 0y -1 para
los esquemas con diferencias hacia atrds, centradas
y hacia adelante, respectivamente, resumidos en una
expresion general (véase cuadro 3):

3. Condlcién de estabilidad

Limite del ) Limite del
# de Courant Diferenclas g # de Péclét
Esquemas
explicitos Ce-—P Atras +1 P>0
de 24gP Centrada 0 P<2
ler. orden Adelante -1 P<i

Comparacién de resultados

Con el propésito de comparar los resultados de
los esquemas con la solucién analftica, se tomd la
condicién de descarga constante del contaminante
en una determinada seccién. Este tipo de solucién es
la mas utilizada para comparar los resultados de los
métodos numéricos (Taigbenu y Liggett, 1986).

Condiciones iniciales y de frontera:
{C’(z,O)=0 1 0<z< 0
Cc0,t)=Cq ;0

Cuando ¢ = oo, la concentracion para z = co se
aproxima a Co y la solucién analitica del problema es
(Fischer, 1967; Crank, 1956):

(i) (3] o

Las comparaciones resultantes de aplicar el
esquema representado por la ecuacion (14), con
diferencias centradas, contra las soluciones analfticas
resueltas con la (15), se muestran en las ilustracio-
nes 1 y 2. Notese la exactitud de los resultados
en ambos casos, no obstante que se trata de
condiciones extremas. En efecto, en el primero,
K = 0.5 m?/s (conveccion dominante), mientras que
en el segundo, K = 500 m?/s (difusion dominante).

Con objeto de mostrar la bondad en los célculos
con el esquema explicito central, se presenta la
comparacién con mediciones experimentales en
laboratorio,

Los datos y mediciones que se consideraron
adecuados son los mismos que reportd Fischer en
1967, de dicha referencia se tomd la serie 2700, que
contiene las correspondientes a las concentraciones
en dos secciones, Como condicién inicial, se usaron
las mediciones de la primera secciébn y con el

1. Comparaclén con la solucién analitica. (Esquema
central)
Concentraciones
1.2 7
~ Analitica
14 --- Esguema
081 Péclét=1.5
Courant=0,5
o.s{
K=0.5 m?¥s

0.4 ; u§2 m/s

0.2
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2. Comparacién con la solucion analitica. (Esquema
central)
Concentraciones
1.2-}
. — Analitica
-=- Esquema
Péclét=1.5
Courant=0.5
K=500 m?/s
u=2 m/s
e 1
1

X(m) — miles —

esquema, se calcularon las de la segunda para
compararlas contra las mediciones reportadas.

Datos (Fischer, 1967):

Del canal ’

Seccion rectangular Rugosidad: suave f = 0.016

Anchodelcanal =~ h = 109.22 cm
Longitud L=40m
Constante de
Von Karman k=039
Del flujo .- Uniforme
Velocidad media u = 362cm/s
Velocidad al cortante uxr = 162cm/s
Tirante medio d = 128cm
Coeficiente de dispersion K = 236cm?/s
De las secciones
Distancia de la inyeccién a
la primera seccion z1 = 14.06m
Distancia de la inyeccion a
la segunda seccién g = 2506 m

Los valores de las concentraciones reportadas por
Fischer, reproducidos de la referencia original, se
muestran en la ilustracién 3.

Se transformaron los valores a concentraciones re-
lativas y con origen de tiempo cero y se discretizaron
los valores reportados para las siguientes condicio-
nes de estabilidad del esquema central:

P =1.9173;, Az = 125 cm
T1 axe

.*. 88 secciones desde

Se corrieron dos pruebas para diferentes nlimeros
de Courant y un tiempo de simulacién de 57
segundos:

o C =0.181; At = 0.0625s . . 912 intervalos de
tiempo

e C =0.362; At = 0125 s
tiempo

.*. 456 intervalos de

Con las discretizaciones para los At indicados, se
utilizaron los datos de la seccién z; = 14.06 m como
condicién inicial y se calcularon las concentraciones
para la seccidn zp = 25.06 m. La ilustracién 4
muestra la comparacién con las mediciones en la
segunda seccion.

Los errores en el pico fueron en ambos casos
menores al 5%, lo que indica una muy buena
aproximacion. Cabe mencionar que el modelo
explicito probado predice en forma correcta el
inicio de la llegada del contaminante en el tiempo,
presentando un error de fase casi nulo. Por otra
parte, los resultados denotan una aproximacion cada
vez mejor a medida que los valores de Courant y
de Péclét tienden a alejarse de los limites obtenidos.
En otras palabras, la convergencia se asegura al
cumplir con las condiciones de estabilidad y, ademas,
los errores en los resultados disminuyen al alejar
los valores de los parametros de estabilidad de los
limites propuestos.

Conclusiones

Se plantea la ecuacion de dispersién longitudinal
y se resuelve aplicando esquemas explicitos en
diferencias finitas. Se presentan los criterios de

3. Mediciones experimentales

Datos experimentales (Fisher, 1967)

0 Concentraciones

Seccion A
14,06 m
6’0 1
Seccion B
25.06m
40
20 -
0 T T T T 1
o - 20 40 60 80 100

Tiempo (s)

24 ] Ingenierfa Hidraulica en México/mayo-agosto de 1990
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4. Comparacidn con datos experimentales

Camparacion con datos medidos

Concentraciones Péclet = 1.9
0.7q
0.6 \
0.5—‘
0.44 — Fisher, 1967
— Courant t=0.181
0.39 -~ Courant t=0.362
0.2+
O.H
0+ T T N T T nl
10 20 30 40 50 60

Tiempo (s)

estabilidad obtenidos mediante el método de la
analogia con la ecuacion diferencial ordinaria. Dichos
criterios garantizan la estabilidad de los esquemas y
su convergencia, como una funcion de los nimeros
de Courant y de Péclét combinados en una condicion
que, a su vez, limita a los incrementos de Az y At.

Es interesante mencionar que, hasta donde el au-
tor conoce, sblo Price et al. (1966) indican que
para diferencias finitas centradas, existen oscilacio-
nes numeéricas para valores de Péclét mayores a dos.
Esta observacion se basa exclusivamente en pruebas
exhaustivas del modelo numérico y no en un andlisis
de estabilidad que indique algun criterio que combine
el nimero de Péclét con el de Courant, como se esta-
bleci6 en este trabajo.

Al incluir los criterios de estabilidad en los esque-
mas explicitos y resolver para distintas condiciones
de velocidad y coeficientes de dispersion, se obtiene
una excelente aproximacion tanto con las soluciones
analiticas como con las experimentales. Con esto,
se tienen a disposicion métodos sencillos que son
numéricamente estables y convergentes a las solu-

ciones, y no parece necesario recurrir a otros mas

complicados para el caso del flujo unidimensional,

En la actualidad, se esta trabajando en un
programa interactivo, orientado al usuario, llamado
DISPER, que resuelve la ecuacion de dispersion con
los métodos explicitos expuestos en este articulo y
limita los incrementos de tiempo y distancia al utilizar
los criterios de estabilidad presentados.
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