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Estimacion éptima de la precipitacion media
con el método Kriging

Jaime Collado

Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua, SARH

En este articulo se presenta el método Kriging, se explica su aplicacion para calcular
la precipitacion media en un drea o cuenca y se da especial atencion a las hipotesis
que conducen a establecer las ecuaciones Kriging, asi como a la aplicabilidad de las
mismas. Se definen las funciones intrinsecas aleatorias de orden k y se muestra su
relacion con procesos estacionarios. También se presenta un ejemplo relativo al
cdlculo de la precipitacion media en el Estado de Morelos, empleando una funcion de
covarfancia generalizada de orden 1 y se dan sugerencias practicas para aplicar el

metodo Kriging.

Introduccidén

Estimaciones de la precipitacion media en un
area determinada son necesarias para un sinnu-
mero de aplicaciones hidrologicas. La cuantifica-
cion del volumen anual de agua disponible en una
region es indispensable para asignarla a distintos
usos, tales como agricultura, agua potable,
hidroelectricidad, etc. El calculo del volumen
de Huvia efectiva de una sola tormenta es funda-
mental, entre otras cosas, para obtener pronosti-
cos hidrologicos de escurrimiento con objeto de
definir la politica de operacion 6ptima de una
presa. . '

En hidrologia, la precipitacion media sobre un
area ha sido tradicionalmente calculada con base
en poligonos de Thiessen, que en otras areas del
conocimiento se denominan mosaicos de Dirich-
let, dominios de Voronoi o regiones de Wigner-
Seitz. De acuerdo con este método, a cada esta-
cién hidrolégica de una cuenca se le asocia un
poligono de Thiessen, que define un area donde
cada uno de sus puntos esta mas cerca de esa
estacion que de cualquier otra. El cociente gque
resulta de dividir el area de cada poligono entre el
area total define un conjunto de pesos conforme a
los cuales la precipitacion media puede ser calcu-
lada como un promedio pesado. Existen progra-
mas de computadora para calcular tanto los pe-

sos (Diskin, 1970) como los poligonos (Green y
Sibson, 1978) en forma sistematizada. No obstan-
te la gran popularidad de este método, muchos
esfuerzos se han orientado a estimar la precipita-
cion media con otras técnicas, como lo demues-
tran las comparaciones presentadas por Creutiny
Obled (1982) y por Singh y Chowdhury (1986). La
mayor parte de los métodos analizados por estos
autores son deterministicos y, entre éstos, no se
puede aseverar una marcada superioridad de uno
sobre otro.

Muchos son los factores que afectan la distri-
bucién espacial de la precipitacion sobre un area.
Por lo tanto, la red de pluvidmetros debe tener la
capacidad de muestrear adecuadamente dicha
distribucion, y el método empleado para estimar
la precipitacion media debe ser apto para repre-
sentar esa distribucidn. Las variaciones espacia-
les de la precipitacién pueden estudiarse median-
te procesos estocasticos que las representen en
forma continua sobre la regidén considerada
(campos aleatorios) y a partir de esta hipotesis
construir un método, llamado Kriging, para esti-
mar valores puntuales o funciones lineales del
campo aleatorio en una regién, utilizando un con-
junto limitado de valores observados. Adicional-
mente a la estimacion puntual o promedio de la

* precipitacion, el método Kriging provee una me-

dida de la precision de los valores estimados.
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Estimacion optima de la precipitacion media con el método Kriging

En este articulo se exponen los conceptos e
hipotesis basicos que conducen al desarrollo de
Kriging, una metodologia para identificar la es-
tructura de las variaciones espaciales de la preci-
pitacién, un ejemplo de aplicacion y recomenda-
ciones practicas para el uso del méetodo en
diversas situaciones. Debe hacerse notar que,
aungue este trabajo se limita a un campo aleato-
rio de precipitaciones, el método Kriging puede
utilizarse para estimar los valores de cualquier va-
riable regionalizada (es decir, aquella que esta
definida en un espacio de una, dos o tres dimen-
siones y que muestra una estructura espacial)
que describa un fendmeno geofisico.

Fundamentos del método Kriging

Sea Z (x) un proceso estocastico continuo que
describe la distribucion de la precipitacion total
en un intervalo fijo de tiempo, donde la notacion
vectorial x representa las coordenadas de un es-
pacio bidimensional. Asumiendo que las medicio-
nes pueden efectuarse sin error instrumental, la
observacion z (x) es una realizaciéon del proceso
Z (x) y, para hacer inferencias sobre éste, es ne-
cesario reconstruir su funcion de distribucion de
probabilidad a partir de una sola realizacion. Esto
se debe a que dos tormentas constituyen eventos
meteorologicamente independientes y, por tanto,
poseen estructuras espaciales diferentes. Sin em-
bargo, una sola realizacion es insuficiente incluso
para deducir los momentos de un campo aleato-
rio, porlo cual es necesario establecer hipotesis
simplificatorias que permitan identificar la estruc-
tura espacial de la precipitacion.

El objetivo de cualquier método de estimacion
es extraer informacion de los datos disponibles.
En particular, el metodo Kriging es un estimador
de funciones lineales de un campo aleatorio
gue toma en cuenta la variabilidad espacial, a tra-
ves de la covariancia, el semivariograma o la co-
variancia generalizada del proceso Z (x). A su vez,
estas funciones tienen que identificarse y sus pa-
rametros estimarse a partir de la observacion z
(x). Entonces, la precipitaciéon media sobre un
area, A, definida como

1
PZZAZ(XMX (1)

se calculara con un estimador lineal que considera
n estaciones hidrologicas

P=>"XN2(X) (2)

donde los pesos A, i=1,...., n se determinan de tal
manera que el valor esperado del estimador sea
igual al valor esperado de la precipitacion media

E(P) = E(P) (3)

y que el error cuadrado medio de la estimacion
sea minimo

Var(ﬁ’ — P) = min (4)
La primera condicién asegura que el estimador
no produzca errores sistematicos en los valores
estimados, esto es, Kriging es un estimador inses-
gado. La segunda propiedad establece un criterio
de optimalidad con respecto a la variancia de esti-
macion; esto es, cualquier otro estimador lineal e
insesgado tiene un variancia del error de la esti-
macion mayor que la de Kriging. A continuacion
se exponen las hipotesis que permiten identificar
y utilizar la estructura espacial de la precipitacion
en la construccion del estimador Kriging.

Estacionareidad de segundo orden

Un campo aleatorio es estacionario de segundo
orden si satisface las siguientes condiciones:

i) La media es una constante independiente de
las coordenadas, esto es

BlZ(X)] = m(X) = m, (5)

i) La variancia es una constante independiente
de las coordenadas, o sea

Var[Z(X)] = 0e}(X) = 0? ,y (6)

iii) Lafuncion de covariancia es independiente de
la ubicacidén de cada punto, s6lo depende de
la distancia entre ellos

cov(X; ,Xq) = cov(X1—Xg) = cov(y) (7)

donde y=x1-xz.
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Asumiendo que la funcién de covariancia (7) y
la media (5) son conocidas, la condicion de inses-
gadura (3) aplicada al estimador (2) conduce a

E[zn: ,\‘-Z(X;)] - EB[AZ(X)@(] (8)
=1

Como ambas ecuaciones son lineales

E:: ]——/E[Z (9)

Utilizando la propiedad (5), la ecuacion (9) se
reduce a

n
1
mg)\;:mZ/AdX (10)

por lo que la condicion de insesgadura se simpli-
fica a :

D di=1 | (1)
i=1

El error cuadrado medio de la estimacion por
minimizar, ecuacion (4), es

0% = E|(P - P)? = E[P? - 2E[PP| + E[P?)

!
+E_Z§ AAZ(Xl)Z(Xz)dxldXZ} (12)

Invocando linealidad y la propiedad (7), la varian-
cia del error de la estimacidén se puede expre-
sar como

op '—ZZ/\A] cov(X; — X;) —

1=1j5=1

NS
- — /\" CO‘U(X —X,‘)dX +
A Ai:l

—’r-—-l—-/ / cov(Xl—Xz)dxl dX, (13)
A2 J4 Ja

Introduciendo un multiplicador de Lagrange
(u) el-error cuadrado medio de la estimacion (13)
puede minimizarse sujeto a la condicidon de inses-
gadura (11). Después de formar la funcion auxi-
liar, de derivar con respecto a los pesos y al multi-
plicador de Lagrange, y de igualar a cero, se
obtiene un sistema lineal de n + 7 ecuaciones con
igual nimero de incognitas

Z’\j cov(X;—X;) + p =

i=1

_ %/Am(x-x,-)dx.-, i=1,2,.

Y o= 1 (14)

de donde se obtienen los pesos optimosA | y el
multiplicador u.

El error cuadrado medio de la estimacion pue-
de ser derivado (Bras y Rodriguez-lturbe, 1985),
multiplicando las primeras n ecuaciones (14) por
Aiy sumando, con lo que se obtiene

ZZ/\ ).'cov (X -X;) +[.LZA: =

i=1j=1 1=1

AZ’\ /con X;)dX (15)

y sustituyendo esta expresionen (13),se llegaala
minima variancia del error de la estimacién

* 1
U: =;1—2./A./,:1 cov(X; — Xg)dX; dXp —

—% AZ«\: cov(X —X;)dX — p (16)
i=1
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La evaluacién de las integrales en (16) requie-
re una definicién funcional de la covarianciay, en
general, no es posible encontrar una solucion en
forma cerrada; hipotesis de homogeneidad e iso-
tropia pueden reducir las integrales de bidimen-
sionales a unidimensionales (Bras y Rodriguez-
lturbe, 1976). Otra forma de calcular dichas
integrales es mediante el método Monte Carlo, ya
que el primer término de la ecuacion (16) es el
valor medio de la funcién de covariancia entre
dos puntos barriendo independientemente el
area A, y la integral del segundo término en (16)
es el valor medio de la covariancia entre el punto
de medicion xi y un punto que describe el area A.

Existe un numero limitado de clases de cova-
riancias apropiadas para procesos espaciales
(Whittle, 1963) que pueden ser comparadas con la
covariancia empirica o experimental y asi identifi-
car una posible estructura. Una vez identificada la
forma funcional de la covariancia, sus pardmetros
pueden estimarse por prueba y error, y la bondad
de ajuste puede ser evaluada con el metodo de
validacion cruzada (Ripley, 1981). El lector puede
consultar Kitanidis y Lane (1985) para obtener
detalles sobre la estimacion de la covariancia con
el método de maxima verosimilitud.

El sistema Kriging (14) muestra que la estima-
cion considera i) las distancias entre estaciones
hidroldgicas mediante los términos cov (xi- x;), /i)
las distancias entre los puntos de observacion y
un punto que describe el area A con los términos
cov {x-xi), y iii} 1a estructura espacial de la preci-
pitacion a traves de la funcién de covariancia.
Los pesos optimos y la variancia de estimacion se
calculan para cada caso especifico, y s6lo depen-
den de la estructura espacial de la precipitaciéony
de la configuracion geométrica de los puntos de
medicion. En particular, las lambdas no dependen
de los valores observados z (xi), excepto porque
éstos son utilizados para identificar la estructura
y para estimar los parametros de la funcién de
covariancia. Esta propiedad del estimador Kriging
ha sido empleada por Delhomme (1978) para lo-
calizar, por ejemplo, una nueva estacion hidrolo-
gica en una cuenca, de tal manera que se obtenga
la maxima reduccion de la variancia de estima-
cion. Véase también Rouhani, (1985).

Las ecuaciones (14) son conocidas como Kri-
ging por bloques, debido a que los pesos 6ptimos
obtenidos con ellas conducen a estimar una fun-
cional lineal (1) del proceso Z (x), definida en un
area A, considerada como un bloque. Sin embar-
go, un caso limite se presenta cuando el area A se
reduce a un punto xo, donde se desea conocer el

valor de la precipitacion; en este caso, la integral
doble que aparece en (16) es igual a la variancia
del proceso o° y las integrales simples de las
ecuaciones (14) y (16) se reducen a cov (xo- Xi).
Las ecuaciones (14) son conocidas como Kriging
puntual, y el estimador (2).funciona como un in-
terpolador exacto, restituyendo en cada punto de
medicion xi, el valor observado z (x) con nula
variancia de estimacion.

La estimacion de valores puntuales o prome-
dios espaciales requiere solucionar tantos siste-
mas Kriging como puntos o areas se deseen esti-
mar. Sin embargo, si todas las estaciones
hidroldgicas se utilizan para cada punto o area,
solamente cambia el lado derecho de las ecuacio-
nes (14) y la matriz de los sistemas Kriging nece-
sita ser invertida una sola vez. En este caso se
habla de una vecindad tunica. Pero si el numero de
puntos de medicion es muy grande o el area
de influencia de la funcion de covariancia repre-
senta una distancia menor que la de los puntos
mas alejados, para Kriging puntual se pueden
utilizar solo las 10 6 20 estaciones mas cerca-
nas al punto por estimar, en cuyo caso se habla
de una vecindad movil. Para Kriging por bloques,
se deben usar todos los puntos comprendidos
dentro del drea de interés vy, si es posible, obser-
vaciones hechas en la vecindad inmediata del
area, ya que las variancias de estimacion mas
grandes se presentan en la frontera de la region
que contiene las estaciones hidrologicas.

Hipdtesis intrinseca

Un campo aleatorio Z (x) satisface la hipotesis
intrinseca y se le denomina funcién intrinseca
aleatoria (F/A) si las diferencias de primer orden
Z(x+1)-Z (x2) son estacionarias en la mediay en la
variancia

E[Z(X4) - Z(X3)] = m(y) (17)

VarlZ(X,) - Z(X,)] = 2v(y) (18)

y por lo tanto, independientes de las coordenadas
de los puntos x;, esto es, solo dependen de la
diferencia vectorial y=xy-xz. La hipotesis intrin-
seca es una condiciéon menos restrictiva que la de
estacionareidad de segundo orden, ya que puede
manejar procesos con variancia infinita. Se asu-
me que solo diferencias de la variable aleatoria
Z (x), tales como Z (x1) - Z (x2), poseen una varian-
cia finita e igual al variograma estacionario 2y(y),
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definido por {a ecuacién (18). Lavar [Z (x)] y la
cov (x1, x2) no necesariamente existen.

La variancia de una combinacion lineal de una
funcion intrinseca aleatoria es finita si la suma
de ios pesos es igual a cero (Matheron, 1971). A
dicha combinacion lineal se le califica como
autorizada y, bajo la hipotesis intrinseca, solo las
combinaciones lineales autorizadas tienen una
variancia finita. Adicionalmente esta puede ser
calculada reemplazando la funcion de covarian-
cia cov (xi - xj) por menos el semivariograma -y
(xi- x;). Sin embargo, el objeto principal de la hi-
potesis intrinseca no es tratar con procesos de
variancia infinita, debido a que los procesos geo-
fisicos poseen por lo general variancias finitas. La
implicacion practica del calculo de la variancia de
una combinacion lineal autorizada es que si la
media del proceso es constante, aunque sea des-
conocida, el semivariograma puede estimarse sin
$esgo, ya que no se requiere estimar la media.

Asumiendo que la media m (x) y el semivario-
grama y (y) definido por la ecuacion (18) son co-
nocidos, la condicion de insesgadura (3) resulta
ser (veanse las ecuaciones 8 y 9)

il 1
;;Zl A m(Xy) = X/Am(x)dx (19)

De fundamental importancia para Kriging con
semivariogramas, es la existencia de la variancia
del error de la estimacion. El error de la estima-
cion es

= 1
E M) - o /A Z(X)dX (20)

y para que posea una variancia finita debe ser una
combinacién lineal autorizada; es decir, la suma
de los pesos debe ser igual a cero. Introduciendo
una funcién continua de peso

= 1
W(dX) = > MNéx, — = | dX
fA (dX) ; X; A/A (21)
donde:
, X=X

el error (20) puede expresarse como una combi-
nacion lineal continua

/ Z(X)W (dX) (23)
A

que debe satisfacer la condicion
/ W(dX) = 0 (24)
A

para ser una combinacion lineal autorizada. De la
ecuacion (24) se obtiene que la condicion para que
el error de la estimacion (20) posea una variancia
finita es

n

S oa=t1 (25)

i=1

La funcion auxiliar por minimizar se obtiene al
substituir la funcion de covariancia por menos el
semivariograma en (13) y sumar las restricciones
de autorizacion (25) y de insesgadura (19}, multi-
plicadas por sus respectivos multiplicadores de
Lagrange o y u1. Derivando e igualando a cero, se
llega al sistema

D oMK = X ) + po + pm(X;) =
J=1

=i/~/(X—)({)dX, i1=1,2,...,n
Al

= 1
; am(Xy) = Z/Am(X)dX

cuyos pesos Optimos se utilizan para calcular el
minimo error cuadrado medio de la estimacion

2¢ 1//
o = - — (X1 = Xp)dXdXe +
p A2 A A( )
1 n
+ Z/AE:,\:'y(X—X;)dX +
i=1

oY A+ mY Am(X) (27)
=1 i=1
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Si la media m (x) es constante, 1a ultima ecua-
cion de (26) es redundante y la condicion de in-
sesgadura (19) coincide con la condicion de auto-
rizacidn (25) vy, los términos que contienen el
multiplicador de Lagrange w1 en las ecuaciones
(26) y (27) deben removerse. En el caso .de Kri-
ging puntual, la integral doble en (27) es igual a
cero, y las integrales sencillas que contienen el
semivariograma en (26) y (27) se reemplazan con
y (xo-xi). La estimacién estadistica del semivario-
grama puede efectuarse, por ejemplo, mediante
regresion con minimos cuadrados (McCuen y
Snyder, 1986), con maxima verosimilitud y méto-
dos iterativos (Kitanidis y Lane, 1985) 0 bien con
estimadores robustos tipo M (Cressie y Hawkins,
1980).

Hipotesis intrinseca generalizada

Un campo aleatorio bidimensional Z (x) satisface
la hipétesis intrinseca generalizada si los pesos
de la combinacion lineal

n
> NE(X) (28)
=1

satisfacen las condiciones
n
Y AwPuPr=0 (29)
=1

para todos los enteros
0 < p1+ps <k (30)

siendo u; y v; las coordenadas cartesianas del
punto x;. Al proceso Z (x)} se le denomina funcion
intrinseca aleatoria de orden k (FIA-k) y ala com-
binacion lineal (28), incremento generalizado de
orden k. Simplificando la notacién, los monomios
que aparecen en (29) se pueden reemplazar por
funciones basicas f' (x) donde | representa la con-
dicion (30). Asi, la combinacion lineal (28) es un
incremento generalizado de orden k si

DNfX) = o (31)
i=1

se satisface para todos los monomios de orden
[ <k.

La consideracion de incrementos generaliza-
dos de orden k implica trabajar con toda una cla-
se equivalente de procesos; esto es, las funciones
Z (x)yZ (x)+ R(x), donde el orden R (x) es menor
0 igual gue k, poseen exactamente el mismo incre-
mento generalizado de orden k (Matheron, 1973).
La implicacion practica de esta propiedad es que
un incremento generalizado de orden k puede fil-
trar un polinomio de orden k; por ejemplo, para
k=0, la combinacion lineal (28) filtra una cons-
tante, que es 1o que se obtiene cuando se utiliza la
hipotesis intrinseca. En otras palabras, las prime-
ras diferencias filtran constantes; las segundas,
funciones lineales, etc. La idea de la hipotesis in-
trinseca generalizada es, entonces, considerar di-
ferencias sucesivas o incrementos de Z (x) hasta
obtener un proceso estacionario. ,

Similar al caso de las combinaciones lineales
autorizadas, dentro de la hipotesis intrinseca ge-
neralizada soOlo los incrementos generalizados de
orden k tienen una variancia finita, y esta se pue-
de calcular con una funcidon de covariancia gene-
ralizada (FCQG) estacionaria de orden k, K(y). Casi
siempre se trabaja con covariancias generaliza-
das homogéneas e isotropicas, que pueden ex-
presarse en funcion del modulo, h, de la diferen-
cia vectorial y, K(h). Condiciones de admisibili-
dad de funciones de covariancia generalizada han
sido estudiadas por Christakos (1984).

La extension al caso de incrementos generali-.
zados continuos de orden k se expresa de la si-
guiente manera. Si la condicion

[rewex) =0 2
A
se satisface para toda f'(x) de orden |< k. Entonces
/ Z(X)W (dX) (33)
A

es un incremento generalizado de orden k,y Z (x)
es una FiIA-k.

La teoria de las FIA-k asume que la media,
también conocida como deriva o tendencia, pue-
de modelarse localmente con un polinomio

v

m(X) = Y af'(X) o (34)

=0 . :

donde las funciones basicas f' (x) son los mono-
mios referidos en (31), y los coeficientes a; son
constantes desconocidas que por fortuna no se
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requieren estimar. El orden de la media se denota
con k, y v es el nUmero de monomios; por ejem-
plo, en un plano definido por las coordenadas
cartesianas u vy v,

k =0 m(X) = a, (tendencia constante)
k=1 m(X) = ao+aju+agv

(tendencia lineal)
k= 2 m(X) =

= Gy +aju + ayv + agu2 + a4v2 + asuv
(tendencia cuadratica)

Asumiendo que la funcidn de covariancia gene-
ralizada y el orden de la media son conocidos, la
condicion de insesgadura es idéntica a (9). Susti-
tuyendo la definicion de la media (34), se obtiene

1 S
— E J'(X)dX (35)
A ‘/’f‘l=0

n

PRY Z af (X

=1

0 bien

Zat [Zz\;fl(xi) - %/l;f’(X)dX} =0 (36)

=1

Esta ecuacion debe ser satisfecha para cualquier
valor de las constantes a, por lo tanto, la condi-
cion de insesgadura se expresa en las siguientes
v+ 1 ecuaciones

. 1
Z?ﬂm»—;ﬂﬂmmhw,

0, en forma continua
/ F X)W (dX) =0 (38)
A

Si en el caso de la hipoétesis intrinseca la media
se modelara polinomialmente (34), la condicion
de insesgadura (19) se expresaria de manera
idéntica a (37) y coincidiria con la condicion de
autorizacion (24) que, en este caso, es igual a
(38).

Por lo que se refiere a la hipdtesis intrinseca
generalizada, la ecuacion (38) es la condicion re-

querida para que la combinacion lineal (33) sea
un incremento generalizado de orden ky, por tan-
to, para que tenga una variancia finita. Debe no-
tarse que la ecuacion (33) es el error de la estima-
cion (comparese con (23)), por lo cual coinciden
las condiciones de insesgadura y de existencia de
la variancia del error de la estimacion, y se expre-
san mediante (37).

Analogamente a los casos anteriores, la varian-
cia de la estimacidén se minimiza sujeta a las con-
diciones de insesgadura, resultando el sistema
Kriging

n
> KX =X;) -
=1

> omfX) =
1=0

1 .
=Z/AK(X—}(,-)CIX , i=1,2...,n (39)

n
Z)‘ifl(xx):l/ fI(XdX l=0,1, vV
i=1 4 A
y la minima variancia
ZA /K(x X;)
=1
1 v
+:ZZ#1/AfI(X)dX (40)
=0

En el caso de Kriging puntual, la integral de ia
primera ecuacion de (39) se sustituye por K(xo
-x4) y la integral de la segunda se reduce a f' (xo); y
la integral doble de (40) se simplifica a K (0), que
es una cantidad no negativa.

La principal ventaja de utilizar incrementos ge-
neralizados es que se evita el problema de esti-
mar la media o tendencia. Asi, con este enfoque
s6lo se requiere que el orden k de la FIA sea ca-
paz de filtrar la media, si es distinta de cero. Delfi-
ner (1976) ha encontrado que la mayor parte de
los datos registrados en la practica pueden des-
cribirse satisfactoriamente con funciones intrin-
secas aleatnrias de orden 0, 1 6 2. El cuadro 1
muestra funciones de covariancia generalizada
polinomiales, junto con las restricciones que
aseguran que las variancias de incrementos ge-
neralizados sean siempre positivas. Al término
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1. Modelos apropiados para K (h)

Orden k Tendencia K (h)

Restricciones

0 . Constante Céd(h)+a:lh]
1 Lineal Cé(h)+a|h|+as|h|3
2 Cuadratica Cé&(h)+a,|h|+as|h]3+as|hls

Cz=0,a <0
C=0a=<0a=0
C=20.a1<0,a5<0,az=-(10/3) (a, as)

Donde 6 (h) =1.0,sih=0:y 6 (h)=0,si h #0.

C se le denomina efecto de pepita (nugget effect),
de acuerdo con la practica mineralégica de
[lamar pepita a un pequeno macizo, y representa
errores de muestreo en los valores observados
Z(x:), o bien irregularidades del proceso Z (x) a una
escala mucho menor que el espaciamiento de los
puntos de medicion. Esto significa que la suavi-
dad de la superficie predicha depende del com-
portamiento de K (h) para h pequena, y que la
propiedad del estimador Kriging de ser un inter-
polador exacto se obtiene a costa de discontinui-
dades en los puntos de medicion si K (h) no es
continua en el origen.

Para identificar la estructura de una FCG-k no
es necesario estimar los coeficientes de la media
polinomial, s6lo se requiere conocer el orden k de
los incrementos generalizados que filtran la me-
dia. El orden k de la FCG que represente adecua-
damente el proceso muestreado puede determi-
narse como se explica a continuacion {Delfiner,
1976). Si se eliminan secuencialmente los datos
de los puntos de medicion, los errores Kriging de
estimacion obtenidos con K (h)=-|h| pueden com-
pararse para k=0, 1y 2, dado que este modelo de
covariancia generalizada es apropiado para cual-
quier valor de k. Al orden que produce el error
Kriging mas pequefio se le asigna el grado 1,y a
los restantes los grados 2 y 3, el ultimo de los
cuales es el de mayor error Kriging. Los grados de
cada orden se promedian sobre todos los puntos
estimados, y el orden con el menor grado prome-
dio se considera el mejor. Otros criterios, como el
error cuadrado medio de la estimacién para dife-
rentes 6rdenes, han sido utilizados por Hughes y
Lettenmaier (1981).

Una vez que se determina el orden k de fa FCG,
es necesario estimar sus parametros. Un primer
enfoque es construir incrementos generalizados
con todas las covariancias generalizadas apropia-
das para el orden considerado y minimizar el
error cuadrado medio de las variancias Kriging
(Kafritsas y Bras, 1981). Otra forma de hacerlo es
utilizar regresion con minimos cuadrados (Starks
y Fang, 1982), regresién con minimos cuadrados
pesados (Bras y Rodriguez-lturbe, 1985) o bien
con maxima verosimilitud (Kitanidis, 1983).

Por ultimo, debe considerarse el numero de
puntos, n, requeridos para utilizar el método Kri-
ging con covariancias generalizadas. En el caso
de Kriging por bloques, es necesario emplear to-
dos los puntos comprendidos en el area estudia-
da vy, si es posible, puntos localizados en la vecin-
dad inmediata. Para Kriging puntual, Kafritsas y
Bras (1981), sugieren usar los 8, 12 6 16 puntos
mas cercanos al punto por estimar, si k=0,10 2,
respectivamente.

Ejemplo de aplicaciéon

El propdsito de este ejemplo es mostrar como un
modelo, por simple que sea, reduce la variancia a
priori del proceso. Considérese el calculo de'la
precipitacion media en el Estado de Morelos, en
un dia cualguiera. Entre el 21 y el 27 de septiem-
bre de 1967, hubo fuertes lluvias en toda la cuen-
ca del Rio Balsas, debido a la presencia de un
huracan. Supdngase que es necesario calcular la
lluvia media diaria para elaborar un pronéstico de
avenida a la entrada de la presa Infiernillo. En
este ejemplo se muestra el calculo de la lluvia
media para el 26 de septiembre de 1967. La
[luvia registrada ese dia se muestra en el cuadro 2,
junto con la localizacidon de las estaciones hidro-
légicas mas cercanas al Estado de Morelos y con
coordenadas cartesianas con origen en 18° 20’ de
latitud norte y 99° 30’ de longitud oeste.

Entre los métodos mas comunes (Linsley et al.,
1975) para calcular la lluvia media, esta el de la
media aritmética. Este método asume que la lluvia
es constante y no toma en cuenta las posiciones
relativas de las estaciones hidroldgicas ni la posi-
ble estructura espacial de la lluvia. La variancia
del error de la estimacion puede obtenerse con la
ecuacion (13), asumiendo independencia estadis-
tica de las observaciones, resultando '

2 _ 2 1 1 2
0’p—‘83(;+z—i‘,—z> (41)

donde S% es la variancia a priori del proceso, ©
sea, la variancia muestral de las mediciones, y A es
el area del Estado de Morelos, igual a 4941 km2.
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2. Precipitacion observada en el Estado de Morelos
(26 de septiembre de 1967)

Estacion L.DcalizaCiénA Coordenada;
hidrolégica Latitud Longitud (Km) Lluvia

norte oeste u v (mm)
Morelos .
Achichipiico 18°57°00" 98°49'00" 71.80 6840 20.0
Atlatiahvacan 18°55'30" 98°54'00" 62.10 6520 26.0
Cuautla 18°48°30" 98°57'30" 56.10 52.80 16.9
Cuernavaca 18°55'00" 99°14'30" 27.20 64.40 105.5
El Rodeo 18°46'00" 99°20'30 15.80 48.70 1076
Huajintlan 18°37°00" 99°25'00" 8.60 31.80 24.0
Huautla 18°26°30" 99°02'00 48.48 10.00 18.0
Huecahuasco 18°56'00" 98°47'00" 7588 6660 17.0
Huitzilac 19°02'00" 99°16'30" 22.25 7700 59.2
Jonacatepec 18°41°00" 98°48'30" 72.10 39.70 14.0
Ocuituco 18°52'30" 98°47°00" 75.88 5950 208
Palpan 18952'00" 99°25'00" B8.60 58.80 43.1
San Gabriel 18°37°00" 99°20'30" 15.80 31.90 35.0
Temilpa 18°41°30" 99°06'00" 41.40 40.00 13.0
Temixco 18°50'30" 99°14'00" 27.75 56.20 48.0
Tepalcingo 18°35'30" 98°50°'30" 69.00° 29.00 18.5
Tepotztian 18°59'00" 99°07'00" 39.85 7105 127.5
Tequesquitengo 18°35'00" 99°15'15" 26.00 28.20 15.0
Tetela del Volcan 18°52'30" 98°44'30" 79.85 §9.50 20.0
Tetelcingo 18°52'00" 88°56'00" 59.30 58.80 6.0
Ticuman 18°4530” 99°07'00" 30.55 47.10 18.0
Tilzapaotian 18°29°00” 89°18'00" 2520 17.60 a0
Tlacotepec 18°48'30" 98°45'00° 78.80 52.80 19.1
Totolapan 18°59°00" 98°55'00" 61.30 71.05 210
Tres Cumbres 19°03'30" 99°14'00" 27.75 79.70 80.1
Xicatlacotla 18°34'30" 99°12'00" 31.45 2720 150
Yautepec ) 18°52'00" 99°04'30" 43.80 58.80 34.0
Yecapixtla 18°53'00" 98°52'00" 67.50 60.00 155
Zicatepec 18°39'00" 99°11°30" 32,90 3560 6.7
Puebla
Chietla 18°31'00" 98°34'30" 97.30 2130 14.5
Sta. Cruz Cuauhtentitla 18°55'15" 98°36'30" 93.80 6580 342
Guerrero
Chaucingo : 18°17'30" 99°07'00" 39.556 -4.50 13.0
Distrito Federal
Ajusco 19°1300" 99°12'00" 3145 9660 21.0
£l Guarda 19°08°00" 99°10°'00" 35.10 BB8.60 325
Milpa Alta 19°11°00" 99°01'00" 51.30 9350 4.9
México
Ecatzingo 18°58'00" 98°44'15° 79.80 7230 17.6
Malinalco 18°59'30" 99°24'30" 9.25 72.60 0.0
San Pedro Nexopa 18°04'00" 98°43'00" 82.40 82.40 83

Debe notarse que la media aritmética es un esti-
mador insesgado. Ademas, la variancia del error
de la estimacion es minima pero con respectoala
hipdtesis de independencia estadistica de las
observaciones. Considerando las 38 estaciones
hidrolégicas cercanas al Estado de Morelos, la
lluvia media es igual a 29.11 mm, con una varian-
cia del error de la estimacién igual a 22.75 mmg2;
este valor debe compararse con la variancia a
priori de 877.38 mm?, pudiendo observarse ia
reduccion de variancia.

Con el método de Thiessen tampoco se consi-
dera la estructura espacial de la lluvia, pero si los
distintos pesos de las observaciones en funcion
de areas de influencia (véase ilustracién 1). La
lluvia media se considera una constante descono-
cida y, asumiendo independencia estadistica de
las mediciones, la variancia del error de la estima-
cion es igual a

1. Estaciones consideradas en el célculo de ia Huvia media

\ \

\ . /
1] i
1

n
D > N
ap =2 ZCE+F—~'§J—— (42)

siendo Ci los pesos asociados a los poligonos de
Thiessen, los cuales conducen a un estimador in-
sesgado, pero el error de estimacidn no es de mi-
nima variancia. Usando las 38 estaciones de refe-
rencia, la lluvia media es igual a 34.10 mm, con
una variancia del error de la estimacion igual a
37.16 mm2. La variancia asociada al método de
Thiessen es siempre mayor que la obtenida me-
diante el método aritmético, ya que la primera
sumatoria de la ecuacion (42) es minima cuando
todos los pesos son idénticos entre si e iguales
al1/n.

Todos los calculos relativos a Kriging se realiza-
ron con un programa de computadora basado en
el programa AKRIP (Kafritsas y Bras, 1981). De
acuerdo con el procedimiento para estimar el
orden de la FCG descrito anteriormente el mejor
orden es k=1, lo cual significa que la distribucién
espacial de la liuvia posee una tendencia lineal.
Los pardmetros pueden ser estimados minimizan-
do el error cuadrado medio de las variancias
Kriging, obteniendose C = O, a; = -31.54 y
a:=0. La integral doble de la ecuacion (40) se
calculdé con un método Monte Carlo (Gonzalez-
Aréchiga, 1987). Finalmente, considerando los 38
puntos, la lluvia media es igual a 30.95 mm, con
una varjancia del error de la estimacién igual a
12.61 mmz2. Es evidente que la variancia Kriging es
mucho menor que la correspondiente a los méto-
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dos aritmético y de Thiessen, ya que al remover
la tendencia lineal se tiene una mayor variancia
a priori explicada (véase cuadro 3).

El método Kriging no soélo permite calcular la
lluvia media diaria, sino que puede utilizarse, por
ejemplo, para deducir datos faltantes mediante
Kriging puntual. Para ello, simplemente se hacen
a la FCG los cambios antes mencionados. En la
ilustracion 2 se muestra un plano de isoyetas con-
vencionales. Con los valores k=1, C=0, ai1=-
31.54, az=0, y empleando los 12 puntos mas cer-
canos a una malla de 100 puntos, en la ilustracion
3 se presenta una simulacion de las isoyetas. Las
variancias del error de la estimacion se muestran
en la ilustracion 4. Si se comparan las ilustracio-
nes 2 y 3, se observa que la superficie predichaes
mas suave que las isoyetas originales, aun en los
puntos de medicidn. Las isoyetas de 100y 120 mm
no pueden estimarse con Kriging; incluso intro-
duciendo una transformacion logaritmica, las va-
riancias del error de la estimacion se reducen
drasticamente, pero aun asi no es posible recupe-
rar la informacion de las isoyetas de 100y 120 mm
(véanse ilustraciones 5y 6). Los parametros de la
FCG de los logaritmos de la lluvia son iguales que
los del caso sin transformacion, excepto que
a; =-0.1220889.

3. Precipitacién media en el Estado de Morelos
(26 de septiembre de 1967)

Método Thiessen Aritmetico Kriging
Estimacion {mm) 34.10 29.11 30.95
Variancia del error de la

estimacion (mm?) 37.16 2273 12.61

2. Isoyetas del 26 de septiembre de 1967

3. Simulacion de isoyetas
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6. Variancia del error de la estimacion (de la ilustracién 5)

Debe hacerse notar que si se escoge k =0y
C #0, los pesos de Kriging coinciden con los del
método aritmético. La estimaciodn de la lluvia me-
dia asi como las variancias del error de la estima-
cion son iguales al utilizar ambos métodos. En
este caso, el valor de C esigual al de la varianciaa
priori del proceso, S% En lailustracién 7 se mues-
tra la superficie que se obtendria con k=0 vy
C=877.38, si se utilizan 10s ocho puntos mas cer-
canos a una malla de 100 puntos; ello demuestra
porgué no es muy confiable estimar la lluvia me-
dia con el método aritmético; es decir, la su-
perficie simulada no se parece a lade |las isoyetas
de la ilustracion 2. La variancia del error de la esti-
macion es constante en toda el drea e igual a 895
mmz2, excepto en los puntos de medicién donde la

7 Simulacién de isoyetas con k = 0 y C = 877.38

variancia es nula. Estas variancias son enormes
comparadas con las de la ilustracidn 4 e incluso
absurdas y si se comparan con las de la transfor-
macién logaritmica (véase ilustracion 6).

Por ultimo, debe mencionarse que el método
Kriging tiene mas aplicaciones a problemas hi-
droldgicos y, en general, a problemas geofisicos.
McCuen y Snyder (1986), muestran como dicho
método puede utilizarse para estimar tanto el co-
eficiente de rugosidad de Manning en un tramo
de rio, como la humedad del suelo en una parcela,
a partir de un conjunto de observaciones. Del-
homme (1979) lo aplica a problemas de estima-
cion de transmisividad en acuiferos;, Hughes y
Lettenmaier (1981) y Bastin et a/ (1984), al disefic
de redes de pluviémetros, y Chirlin y Wood (1982),
demuestran la relacion entre el método Kriging y
la estimacion de estados dentro del marco de
variables de estado.

Conclusiones

A menudo se presentan procesos geofisicos que
muestran una estructura espacial y cuyos prome-
dios o valores puntuales se han calculado tradi-
cionalmente sin considerar dicha estructura. El
método Kriging es capaz de tomar en cuenta esa
variabilidad y de construir un estimador insesga-
do y de minima variancia del error de la estimacion.
En este articulo se han presentado las hipétesis
mas frecuentes para establecer las ecuaciones
Kriging y se ha procurado que éstas se entiendan
cabalmente. Se considerd un caso especifico con
objeto de ilustrar la aplicacion del método Kriging
para estimar la precipitacion media en el Estado
de Morelos, y se mostrd que permite obtener me-
jores resultados que la media aritmetica y que los
poligonos de Thiessen. Ademas, se mostro gue
Kriging provee una medida de la variabilidad de
las estimaciones mediante la variancia Kriging,
esto es, la variancia del error de la estimacién. A
lo largo del articulo se hace referencia a métodos
de identificacion y de estimacién de parametros,
y se dan sugerencias practicas para la aplicacion
del metodo Kriging.
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