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Resumen

El drenaje subterráneo es utilizado para eliminar exceden-
tes de agua en la zona radical y suelos salinos para lixiviar 
las sales. La dinámica del agua es estudiada con la ecuación 
de Boussinesq, sus soluciones analíticas son obtenidas asu-
miendo que la transmisibilidad del acuífero y la porosidad 
drenable son constantes y que la superficie libre se abate de 
manera instantánea sobre los drenes. La solución en el caso 
general requiere de soluciones numéricas. Se ha mostrado 
que la condición de frontera en los drenes es una condición 
de radiación fractal y la porosidad drenable es variable y re-
lacionada con la curva de retención de humedad, y ha sido 
resuelta con el método del elemento finito, que en un esque-
ma unidimensional puede hacerse equivalente al método de 
diferencias finitas. Aquí se propone una solución en diferen-
cias finitas de la ecuación diferencial considerando la poro-
sidad drenable variable y la condición de radiación fractal. 
El esquema en diferencias finitas propuesto ha resultado en 
dos formulaciones: en una aparecen de manera explícita la 
carga y la porosidad drenable, variables ligadas con una rela-
ción funcional, que se ha denominado esquema mixto; en la 
otra aparece sólo la carga hidráulica, denominada esquema 
en carga. Los dos esquemas coinciden cuando la porosidad 
drenable es independiente de la carga. Los esquemas han sido 
validados con una solución analítica lineal, y para la no linea-
lidad se ha mostrado que la convergencia numérica es estable 
y concisa. La solución numérica es útil para la caracterización 
hidrodinámica del suelo a través de una modelación inversa, 
y para un mejor diseño de  los sistemas de drenaje agrícola 

Abstract

The underground drainage is used to remove excess water 
in the root zone and in saline soils to leach salts. The 
dynamics of water is studied with the Boussinesq equation; 
its analytical solutions are obtained assuming that the 
aquifer transmissivity and drainable porosity are constants 
and that the free surface instantly lowers on the drains. The 
solution in the general case requires numerical solution. It 
has been shown that the boundary condition in the drains 
is a fractal radiation condition and the drainable porosity 
is a variable and is related to the moisture retention curve, 
and has been solved with the finite-element method, which 
in one-dimensional scheme can become equivalent to 
the finite-difference method. It is proposed here a finite 
difference solution of the differential equation considering 
the variable drainable porosity and fractal radiation 
condition. The proposed finite difference scheme has 
resulted in two formulations: in one the head and drainable 
porosity explicitly appear, variables linked to a functional 
relationship, which has been called mixed scheme; in the 
other only the hydraulic head appears, called head scheme. 
The two schemes coincide when the drainable porosity is 
independent of the head. The schemes have been validated 
with a linear analytical solution; for the nonlinearity has 
been shown that the numerical convergence is stable 
and concise. The numerical solutions is useful for the 
hydrodynamic characterization of the soil through an 
inverse modeling, and for a better design of the agricultural 
underground drainage systems as the assumptions used in 
the classical solutions have been eliminated. 
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subterráneo ya que las hipótesis consideradas en las solucio-
nes clásicas han sido eliminadas.

Palabras clave: formulación mixta, formulación en carga, curva 
de retención, modelación inversa.

Introducción

La dinámica del agua en los sistemas de dre-
naje ha sido estudiada con la ecuación de 
Boussinesq de los acuíferos libres. En su forma 

unidimensional, es una de las bases para construir 
soluciones analíticas aproximadas de la dinámica del 
agua en un sistema de drenaje en régimen permanen-
te o transitorio (Hooghoudt, 1940; Dumm, 1954). 
Estas soluciones no representan adecuadamente las 
condiciones reales, ya que han sido construidas bajo 
supuestos como: porosidad drenable y transmisibi-
lidad del acuífero son constantes y que la superficie 
libre se abate de manera instantánea sobre los drenes. 
Sin embargo, considerando condiciones más repre-
sentativas conduce a dificultades analíticas, razón 
por la cual la utilización de métodos numéricos es 
necesaria para construir soluciones de la ecuación de 
Boussinesq.
	 En una línea de investigación Zavala et al. (2004, 
2007), basados en los conceptos de la geometría frac-
tal y en experiencias de drenaje, recomiendan una 
condición de radiación fractal, la cual incluye la ra-
diación lineal utilizada por Fuentes et al. (1997). En 
cuanto a la porosidad drenable, Fuentes et al. (2009), 
basados en los conceptos de lámina drenable y lámi-
na drenada así como en experiencias de drenaje, pro-
ponen una expresión analítica en la cual interviene la 
curva de retención de humedad de los suelos. 
	 Existe un esquema en diferencias finitas, basado 
en el esquema de Laasonen, propuesto por Zataráin 
et al. (1998) para resolver numéricamente la ecua-
ción de Richards aplicada al fenómeno de la infiltra-
ción del agua en los suelos, con excelentes resultados. 
Aparte de su alta precisión, estabilidad y convergen-
cia, el esquema tiene la ventaja adicional de su natu-
raleza intuitiva ya que está basado en un balance local 
de masa. Este esquema puede ser utilizado para re-
solver la ecuación unidimensional de Boussinesq del 
drenaje agrícola. De esta manera, el presente trabajo 
tiene como objetivo resolver la ecuación unidimen-
sional de Boussinesq con el método de diferencias 
finitas, considerando que la porosidad drenable es 

Introduction

The dynamics of water in the drainage systems 
has been studied with the Boussinesq 
equation for unconfined aquifers. In its one-

dimensional form, it is one of the bases for building 
approximate analytical solutions of the dynamics of 
water in a drainage system in steady or transient regime 
(Hooghoudt, 1940; Dumm, 1954). These solutions 
do not adequately represent the actual conditions, 
as they have been constructed under assumptions 
as: drainable porosity and aquifer transmissivity are 
constant and that the free surface is instantly lowered 
over the drains. However, considering conditions 
more representative leads to analytical difficulties, 
which is why the use of numerical methods is 
necessary to construct solutions of the Boussinesq 
equation.
	 In a research Zavala et al. (2004, 2007), 
based on the concepts of fractal geometry and on 
drainage experience, recommend a fractal radiation 
condition, which includes linear radiation used by 
Fuentes et al. (1997). As to the drainable porosity, 
Fuentes et al. (2009), based on the concepts of 
drainable and drained depth as well as drainage 
experience, propose an analytical expression in 
which the retention curve of soil moisture is 
involved. 
	 There is a finite difference scheme, based on 
the Laasonen scheme, proposed by Zataráin et al. 
(1998) to solve numerically the Richards equation 
applied to the infiltration phenomenon of water 
in soils, with excellent results. Apart from its high 
accuracy, stability and convergence, the scheme has 
the additional advantage of its intuitive nature as 
it is based on local mass balance. This scheme can 
be used to solve the one-dimensional Boussinesq 
equation of the agricultural drainage. Thus, this 
study aims to solve one-dimensional Boussinesq 
equation with the finite-difference method, 
considering that the drainable porosity is variable 
and that boundary conditions in the drains are of 
fractal radiation.

Boussinesq equation

	 In the study of the dynamics of water in drainage 
systems with the Boussinesq equation, it is generally 
assumed that variations in the hydraulic head 
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Figura 1. Esquema de un sistema de drenaje agrícola subte-
rráneo.

Figure 1. Scheme of an agricultural underground drainage 
system.

zHs
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Do
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variable y que las condiciones de frontera en los dre-
nes son de radiación fractal.

Ecuación de Boussinesq

	 En el estudio de la dinámica del agua en sistemas 
de drenaje con la ecuación de Boussinesq, se asume 
generalmente que las variaciones de la carga hidráuli-
ca a lo largo de los tubos de drenaje (dirección y) son 
despreciables con respecto a las variaciones de la car-
ga en un corte transversal (dirección x). Así, la ecua-
ción a resolver en el dominio mostrado en la Figura 1 
se reduce a una dimensión, que resulta de la ecuación 
de continuidad ∂( ) ∂ +∂( ) ∂ =( )υH t Hq x Rw  y de 
la ley de Darcy q K H xs=− ∂ ∂( ) :
		
		
	 µ H

H
t x

T H
H
x

Rw( )
∂

∂
=

∂

∂
( )

∂

∂





+ 	 (1)

donde, H H x t= ( ),  es la carga hidráulica contada 
a partir de un estrato impermeable, y es una fun-
ción de la coordenada horizontal (x) y del tiempo 
(t); q es el flujo de Darcy o caudal por unidad de 
área; Ks es la conductividad hidráulica a saturación; 
υ υ= ( )H  es la porosidad drenable como una fun-
ción de la carga; Rw es el volumen de recarga en la 
unidad de tiempo por unidad de área del acuífero. 
El caudal unitario de agua Qu  Hq es proporcio-
nado por:

	  Q T H
H
x

T H K Hu s=− ( )∂

∂
( )=;  	 (2)

donde T(H) es la transmisibilidad.

	 La capacidad de almacenamiento está definida 
por:
		
		
	 µ υ

υ
H

dW
dH

H H
d
dH

( )= = ( )+ 	 (3)

donde W  H es la lámina de agua drenable. La 
igualdad    se da cuando la porosidad drenable 
es independiente de la carga.

	 Una expresión de la capacidad de almacenamien-
to es dada por Fuentes et al. (2009):

along the drain pipes (y direction) are negligible 
with respect to head variations in a cross-section 
(x direction). Thus, the equation to be solved in 
the domain shown in Figure 1 is reduced to one 
dimension, resulting from the equation of continuity 
∂( ) ∂ +∂( ) ∂ =( )υH t Hq x Rw and Darcy’s law 
q K H xs=− ∂ ∂( ) :

	 µ H
H
t x

T H
H
x

Rw( )
∂

∂
=

∂

∂
( )

∂

∂





+ 	 (1)

where, H H x t= ( ),  is the hydraulic head counted 
from an impervious layer, and is a function of the 
horizontal coordinate (x) and time (t); q is the Darcy 
flux or flow per unit of area; Ks is the saturated 
hydraulic conductivity; υ υ= ( )H  is the drainable 
porosity as a head function; Rw is the volume 
of recharge in the unit of time per unit of area of 
the aquifer. The unitary flow of water Qu  Hq is 
provided by:

	  Q T H
H
x

T H K Hu s=− ( )∂

∂
( )=;  	 (2)

where T(H) is transmissivity.

	 The storage capacity is defined by:

	 µ υ
υ

H
dW
dH

H H
d
dH

( )= = ( )+ 	 (3)
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	 µ θ θH H Hs s( )= − −( )  	 (4)

donde s es el contenido de humedad a saturación; 
y θ H Hs−( )  representa la evolución del contenido 
de humedad en la posición z  Hs mientras la super-
ficie libre desciende.

	 La porosidad drenable se deduce a partir de la 
igualdad de las ecuaciones (3) y (4):		
	

υ µ θ θ( )H
H

H dH
H

H H dH
H

s s

H
= ( ) = − −( ) ∫ ∫

1 1

0 0 	
		  (5)

donde H es la variable de integración.

La porosidad drenable

	 Para calcular la capacidad de almacenamien-
to y la porosidad drenable es necesario propor-
cionar la curva de retención de humedad del sue-
lo. En la literatura es bastante común represen-
tarla con la ecuación de van Genuchten (1980): 

θ ψ θ θ θ ψ ψ( )= + −( ) +( )




−

r s r d
n m

1 , donde r 

es el contenido residual de humedad, d es un pa-

rámetro de escala de la presión, m y n son dos pará-
metros de forma positivos. Introduciendo esta ecua-
ción en las ecuaciones (4) y (5) proporciona la ca-
pacidad de almacenamiento y la porosidad drenable 
siguientes:

		
 	 µ θ θ

ψ
H

H H
s r

s

d

n m

( )= −( ) − +
−







































−

1 1  	

		  (6)

υ θ θ
ψ

ψ ψ
ψ

ψ

H
H

ds r
d n m

H H

H

s d

s d
( )= −( ) − +( )











∗

−
∗

−( )
∫1 1

	
		  (7)

	 La porosidad drenable no tiene una forma ana-
lítica cerrada, pudiendo ser calculada mediante in-
tegración numérica. Una forma cerrada puede ser 
construida a partir de la difusividad de Fujita (1952) 
y de la relación conductividad hidráulica-difusividad 

where W  H is the drainable depth. The equality 
   occurs when the drainable porosity is 
independent of the head.

	 An expression of the storage capacity is given by 
Fuentes et al. (2009):

	 µ θ θH H Hs s( )= − −( )  	 (4)

where s is the saturated volumetric water content 
and θ H Hs−( )  represents the water content 
evolution in position z  Hs while the free surface 
decreases.

	 The drainable porosity is deduced from the 
equality of equations (3) and (4):

υ µ θ θ( )H
H

H dH
H

H H dH
H

s s

H
= ( ) = − −( ) ∫ ∫

1 1

0 0 	
		  (5)

where H  is the variable of integration.

The drainable porosity

	 To calculate the storage capacity and drainable 
porosity it is necessary to provide the soil moisture 
retention curve. In literature, it is quite common 
to represent it with the equation of van Genuchten 

(1980): θ ψ θ θ θ ψ ψ( )= + −( ) +( )




−

r s r d
n m

1 , 

where r is the residual volumetric water content, d 
is the pressure scale parameter, m and n are positive 
form parameters. Introducing this equation in the 
equations (4) and (5) provides the following storage 
capacity and the drainable porosity: 

		
 	 µ θ θ

ψ
H

H H
s r

s
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n m
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−
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		  (6)

υ θ θ
ψ

ψ ψ
ψ

ψ

H
H

ds r
d n m

H H

H

s d

s d
( )= −( ) − +( )











∗

−
∗

−( )
∫1 1

	
		  (7)

	 The drainable porosity does not have a closed 
analytical form and can be calculated by numerical 
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hidráulica de Parlange et al. (1982) (Fuentes et al., 
1992), definidas por:

	 D
K s c

s r
Θ

Θ
( )=

−











−

−( )

λ

θ θ

α

α

1
1 2  	 (8)

		
	 	
		
	 K K sΘ

Θ Θ

Θ
( )=

− + −( ) 

−

1
1
β β α

α
	 (9)

donde Θ= −( ) −( )θ θ θ θr s r/  es un grado efecti-
vo de saturación;  y  son parámetros de forma 
adimensionales tales que 01 y 01; c es 
la escala de Bouwer (1964). De la definición de la 
difusividad hidráulica D K d dθ θ ψ θ( )= ( ) , con-
siderando la condición   s cuando   0, se 
deduce:

	

ψ ψ
α

β

α

α

β α

β β

β β α

α

Θ
Θ

Θ

Θ

( )=
−

−( )















+

−

−( )
− + −( )

−(

c ln

ln

1
1

1
1

1 ))














Θ
		

		  (10)

donde ψ λc c=− .

	 La porosidad drenable se obtiene de las ecuacio-
nes (5) y (10):					      

	

υ θ θ
λ

β

β β α

α

H
Hs r
c

H

H H

s

s

( )= −( ) −




− + −( )
−














−( )

−( )

1

1
1

ln
Θ

Θ
Θ

Θ


  	(11)

	 Se debe notar que la función () es implíci-
ta en la ecuación (10), y en consecuencia la fun-
ción (H). Estas funciones pueden ser explicita-
das en función de la presión si se acepta   ; 
en este caso la conductividad en función de la pre-
sión corresponde a la ecuación de Gardner (1958) 
K K s cψ ψ λ( )= ( )exp /  ampliamente utilizada en 
estudios teóricos. La curva  () correspondiente es 
la siguiente:

integration. A closed form can be constructed from 
the diffusivity function of Fujita (1952) and the 
hydraulic conductivity-hydraulic diffusivity ratio 
of Parlange et al. (1982) (Fuentes et al., 1992), 
defined by:

	 D
K s c

s r
Θ

Θ
( )=

−











−

−( )

λ

θ θ

α

α

1
1 2  	 (8)

		
		
		
	 K K sΘ

Θ Θ

Θ
( )=

− + −( ) 

−

1
1
β β α

α
	 (9)

where Θ= −( ) −( )θ θ θ θr s r/  is an effective 
degree of saturation;  and  are parameters of 
dimensionless forms such that 01 and 01; 
c is the Bouwer scale (1964). Of the definition of 
the hydraulic diffusivity D K d dθ θ ψ θ( )= ( ) , 
considering the condition   s when   0, it is 
deduced:

	

ψ ψ
α

β

α

α

β α

β β

β β α

α

Θ
Θ

Θ

Θ

( )=
−

−( )















+

−

−( )
− + −( )

−(

c ln

ln

1
1

1
1

1 ))














Θ
		

		  (10)

where ψ λc c=− .

	 Drainable porosity is obtained of equations (5) 
and (10):

	

υ θ θ
λ

β

β β α

α

H
Hs r
c

H

H H

s

s

( )= −( ) −




− + −( )
−














−( )

−( )

1

1
1

ln
Θ

Θ
Θ

Θ


  	(11)

	 It should be noted that the function () is 
implicit in equation (10), and consequently the 
function (H). These functions can be explicit in 
terms of the pressure if   ; is accepted in this 
case the conductivity as a function of pressure 
corresponds to the Gardner’s equation (1958) 
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	 θ ψ θ

θ θ

α α ψ ψ
( )= +

−

+ −( ) ( )r
s r

c1 exp /
 	 (12)

	 De la ecuación (4) se obtiene la capacidad de al-
macenamiento:

µ θ θ α α
λ

H
H H

s r
s

c

( )= −( ) − + −( )
−































−

1 1
1

exp

	
		  (13)

y de la ecuación (11) la porosidad drenable:

	

υ θ θ
λ

α

α α λ

α α λ

H
H

H H

H

s r
c

s c

s c

( )= −( ) −{
− + −( ) 

− + − 

1

1

1
ln

exp

exp

















  		
			   (14)

	 La lámina drenada, de acuerdo con Fuentes et al. 
(2009) es:

	

 H H H

H H

s r s
c

s c

( )= −( ) −( )−














− + − −( )( )






θ θ
λ

α

α α λ
ln

exp /
1

1











 		
		  (15)

	 El contenido de humedad a saturación puede ser 
asimilado a la porosidad total (), la cual es estimada 
a partir de la densidad total del suelo seco ρt( )  y 
de la densidad de las partículas ρo( )  con la fórmula 
φ ρ ρ= −1 t o/ ;  el contenido de humedad residual 
puede ser asumido igual a cero.

Condiciones inicial y de frontera

	 La carga hidráulica contada a partir del estrato 
impermeable H(x,t) está relacionada con la carga 
h(x,t) contada a partir de los drenes, de acuerdo con 
la Figura 1, por:
			 
	 H(x,t)  Do  h(x,t) 	 (16)

K K s cψ ψ λ( )= ( )exp /  widely used in theoretical 
studies. The corresponding () curve is as follows:

	 θ ψ θ
θ θ

α α ψ ψ
( )= +

−

+ −( ) ( )r
s r

c1 exp /
 	 (12)

	 From equation (4) the storage capacity is obtained:

µ θ θ α α
λ

H
H H

s r
s

c

( )= −( ) − + −( )
−































−

1 1
1

exp

	
		  (13)

and from equation (11) the drainable porosity:

	

υ θ θ
λ

α

α α λ

α α λ

H
H

H H

H

s r
c

s c

s c

( )= −( ) −{
− + −( ) 

− + − 

1

1

1
ln

exp

exp

















  		
		  (14)

	 The drainable depth, according to Fuentes et al. 
(2009) is:

	

 H H H

H H

s r s
c

s c

( )= −( ) −( )−














− + − −( )( )






θ θ
λ

α

α α λ
ln

exp /
1

1











 		
		  (15)

	 The saturated volumetric water content can 
be assimilated to the total porosity (), which 
is estimated from the bulk density ρt( )  and 
the particles density ρo( )  with the formula 
φ ρ ρ= −1 t o/ ;  the residual volumetric water 
content can be assumed equal to zero.

Boundary and initial conditions

	 The hydraulic head counted from the impervious 
layer H(x,t) is related to the head h(x,t) counted from 
the drains, in accordance with Figure 1, by:

	 H(x,t)  Do  h(x,t) 	 (16)
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donde Do es la altura de los drenes a partir del estrato 
impermeable. La variación transversal de h al inicio 
del proceso de drenaje es considerada como la con-
dición inicial:

	 h(x,0)  hs (x) 	 (17)

	 En cuanto a las condiciones de frontera o condicio-
nes en los drenes ubicados en x0 y xL, se han asu-
mido formas diversas: abatimiento instantáneo en los 
drenes o condición de Dirichlet (Dumm, 1954), flujo 
proporcional a la carga o condición de radiación li-
neal (qh) (Fuentes et al., 1997; Fragoza et al., 2003), 
y de radiación fractal (Zavala et al., 2004, 2007). La 
condición de radiación fractal se escribe como sigue:

	
−

∂

∂
±









 =K

h
x

q
h
hs s

s

s2

0
 	 (18)

donde el signo positivo corresponde al dren posicio-
nado en x0; el negativo al posicionado en xL; 
qs es el flujo correspondiente a hs y depende de las 
características de la interfaz suelo-dren. En cuan-
to al exponente s, los autores argumentan que está 
definido por sD/E, donde D es la dimensión frac-
tal efectiva de la interfaz suelo-dren y E3 es la di-
mensión de Euclides del espacio físico. La relación 
entre s y la porosidad efectiva de la interfaz es pro-
porcionada por la ecuación presentada por Fuen-
tes et al. (2001): 1 12−( ) + =φ φ

s s . La ecuación 
(18) contiene como casos particulares la condición 
de radiación lineal cuando s1/2 y una condición 
de radiación cuadrática cuando s1. El gasto de 
agua que fluye a través de la frontera por unidad 
de longitud de dren en un sistema de drenes para-
lelos se obtiene de las ecuaciones (2), (16) y (18).

	 Q t D h t q h t hd o s s
s( )= + ( )  ( ) 2 0 0 2, , /  		

		  (19)

	 La evolución temporal de la lámina drenada se 
calcula con la siguiente expresión:

	
 t

L
Q t d td

t
( )= ( )∫

1

0  	 (20)

donde t es una variable de integración.

where Do is the height of the drains from impervious 
layer. The cross-sectional variation of h at the 
beginning of the drainage process is considered as the 
initial condition:

	 h(x,0)  hs (x) 	 (17)

	 As for the boundary conditions or conditions in 
the drains located atx0 and xL, various forms 
have been assumed: instant lowering in the drains 
or Dirichlet condition (Dumm, 1954), proportional 
flow to the head or condition of linear radiation 
(qh) (Fuentes et al., 1997; Fragoza et al., 2003) 
and fractal radiation (Zavala et al., 2004, 2007). The 
condition of fractal radiation is written as follows:

	
−

∂

∂
±









 =K

h
x

q
h
hs s

s

s2

0
 	 (18)

where the positive sign corresponds to the drain 
positioned at x0; the negative sign to the 
positioned at xL; qs is the corresponding flow to 
hs and depends on the characteristics of the soil-
drain interface. With regard to the exponent s, 
authors argue that it is defined by sD/E, where 
D is the effective fractal dimension of the soil-drain 
interface and E3 is the Euclidean dimension of 
physical space. The relationship between s and the 
effective porosity of the interface is provided by 
the equation presented by Fuentes et al. (2001): 
1 12−( ) + =φ φ

s s . Equation (18) includes as special 
cases the linear radiation condition when s1/2 
and a quadratic radiation condition when s1. The 
water flow across the boundary per length unit of 
drain on a system of parallel drains is obtained from 
equations (2), (16) and (18).

	 Q t D h t q h t hd o s s
s( )= + ( )  ( ) 2 0 0 2, , /  		

		  (19)

	 The temporal evolution of the drained depth is 
calculated using the following expression:

	
 t

L
Q t d td

t
( )= ( )∫

1

0  	 (20)

where t  is a variable of integration. 
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Materiales y Métodos

Esquemas numéricos

	 La adaptación de la ecuación de Richards a la ecuación de 
Boussinesq requiere de la discretización del dominio como se 
muestra en la Figura 2. Para plantear la resolución numérica de 
la ecuación (1), se introducen los parámetros de interpolación 
definidos por:

	
γ ω

γ ω
=

−

−
=

−

−
+

+

+

+

x x

x x

t t

t t
i i

i i

j j

j j1 1
;

 	 (21)

tales que 01 y 01; i1,2,... y j1,2,... son los índices 
para el espacio y el tiempo respectivamente.
	 La variable dependiente (H) en un nodo intermedio i 
para todo j se estima como:

	
H H Hi

j
i
j

i
j

+ += −( ) +γ γ γ1 1  	 (22)

mientras que en el tiempo intermedio j para todo i se estima 
como:
			 
	 H H Hi

j
i
j

i
j+ += −( ) +ω ω ω1 1

 	 (23)

	 La ecuación de continuidad se aplica en el tiempo tj, la 
derivada temporal puede ser discretizada de acuerdo con las dos 
formulaciones siguientes:

	

∂( )

∂
=

−
= −

+ + +

+
υ υ υωH
t

H H
t

t t t
i

j
i
j

i
j

i
j

i
j

j
j j j

1 1

1∆
∆;

 		
		  (24)

	

∂( )

∂
=

−+
+

+υ
µ

ω
ωH

t
H H

ti

j

i
j i

j
i
j

j

1

∆
 	 (25)

Materials and Methods

Numerical schemes

	 The adaptation of the Richards’ equation to the 
Boussinesq’s equation requires the discretization of the 
domain as shown in Figure 2. To pose the numerical solution 
of equation (1), the interpolation parameters are introduced 
and defined by:

	
γ ω

γ ω
=

−

−
=

−

−
+

+

+

+

x x

x x

t t

t t
i i

i i

j j

j j1 1
;

 	 (21)

such that 01 and 01; i1,2,... and j1,2,... are the 
indexes for space and time respectively.

	 The dependent variable (H) in an intermediate node i for 
all j is estimated as:

	
H H Hi

j
i
j

i
j

+ += −( ) +γ γ γ1 1  	 (22)

while in the intermediate time j for all i is estimated as:

	 H H Hi
j

i
j

i
j+ += −( ) +ω ω ω1 1

 	 (23)

	 The equation of continuity is applied at the time tj, the 
time derivative can be discretized according to the two following 
methods:

	

∂( )

∂
=

−
= −

+ + +

+
υ υ υωH
t

H H
t

t t t
i

j
i
j

i
j

i
j

i
j

j
j j j

1 1

1∆
∆;

 		
		  (24)

	

∂( )

∂
=

−+
+

+υ
µ

ω
ωH

t
H H

ti

j

i
j i

j
i
j

j

1

∆
 	 (25)

t j1

t j

t j1

0x1 x2 x3 x i


1

x i


(1


)

x i x i




x i


1

x n


2
x n


1

x n

t j1

t j


xi1 xi xi1

Figura 2. 	El dominio de resolución de la 
ecuación de Boussinesq:  es el fac-
tor de interpolación en el tiempo y 
 es el factor de interpolación en el 
espacio.

Figure 2. 	The domain resolution of the 
Boussinesq equation:  is the in-
terpolation factor in time and  is 
the interpolation factor in space.
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	 Para identificar en lo sucesivo a los dos esquemas numéri-
cos resultantes, el primero es denominado esquema mixto y el 
segundo esquema en la carga, ya que en el primero aparecen de 
manera explícita la carga y el volumen de agua que se drena, 
mientras que en el segundo aparece explícitamente sólo la carga; 
las dos formulaciones coinciden cuando la porosidad drenable es 
independiente de la carga y la formulación en la carga no requie-
re de la integración numérica en la ecuación (7), para calcular 
la porosidad drenable. La discretización de la derivada espacial 
alrededor del nodo i-ésimo es la siguiente:

	

∂( )
∂

=
( ) −( )

= −( ) −(

+
+
+

− −( )
+

−

Hq
x

Hq Hq

x

x x x
i

j
i
j

i
j

i

i i i

ω
γ
ω

γ
ω

γ

1

11

∆

∆

;

))+ −( )+γ x xi i1  	 (26)

	 De la ecuación (2) se obtiene el caudal unitario definido en 
los nudos intermedios:

	
 Hq T

H H
x x

T T H
i

j
i
j i

j
i
j

i i
i
j

i
j( ) =−

−

−
= (

+

+
+
+ +

+ +

+
+
+

+
+

γ

ω
γ
ω

ω ω

γ
ω

γ
ω1

1
; ))

		
		  (27)

	

 Hq T
H H

x x

T

i

j
i
j i

j
i
j

i i

i
j

( ) =−
−

−− −( )
+

− −( )
+

+
−
+

−

− −( )

1 1
1

1

1

γ

ω

γ
ω

ω ω

γ

;

++
− −( )
+= ( )ω

γ
ωT Hi

j
1  	 (28)

	 Las cargas en los diferentes nodos y en el tiempo intermedio 
se obtienen de la ecuación (23), las cuales son introducidas en las 
ecuaciones (27) y (28) y éstas a su vez en la ecuación (26). Luego, 
las ecuaciones (24) y (26) se llevan a la ecuación de continuidad 
y se asocian términos semejantes, resultando el sistema de ecua-
ciones algebraicas siguiente:

	
A H B H D H   E i ni i

j
i i

j
i i

j
i−

+ +
+
++ + = = −1

1 1
1
1 2 3 1; , ,...,

 		
		  (29)

donde
			 

	
A  

T

x x xi
i
j

i i i
=−

−( )
− −( )
+

−

ω γ
ω

1

1∆  	 (30)

	

B
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T

x x

T

x x ti
i

i
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i
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i
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










+

+
+

+

− −( )
+

−

+ω υγ
ω

γ
ω

∆ ∆1

1

1

1

jj
 	 (31)

	 To identify hereafter the two resulting numerical schemes, 
the first is called mixed scheme and the second head scheme, 
since in the first appear explicitly the head and volume of water 
drained, while in the second appears explicitly only the head; 
the two formulations coincide when the drainable porosity 
is independent of the head; and the head formulation does 
not require numerical integration in equation (7), to calculate 
drainable porosity. The discretization of the spatial derivative 
around the ith node is:

	

∂( )
∂

=
( ) −( )

= −( ) −(

+
+
+

− −( )
+
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Hq Hq
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∆

∆

;

))+ −( )+γ x xi i1  	 (26)

	 From equation (2) the unitary flow defined in the 
intermediate nodes is obtained: 

	
 Hq T

H H
x x

T T H
i

j
i
j i

j
i
j
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i
j

i
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−
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		  (27)
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i
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+
−
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1

1

1
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ω

γ
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ω ω
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;
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+= ( )ω

γ
ωT Hi

j
1  	 (28)

	 Heads on different nodes and in the intermediate time are 
obtained from equation (23), which are introduced in equations 
(27) and (28) and these in turn into equation (26). Then, 
equations (24) and (26) are taken to the continuity equation and 
similar terms are associated, resulting in the following algebraic 
system of equations:

	
A H B H D H   E i ni i

j
i i

j
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j
i−
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1 2 3 1; , ,...,

 		
		  (29)

where
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 	 (31)
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x x xi
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		  (33)

	 Para el esquema en la carga, ecuación (25), los coeficientes Bi 
y Ei deben ser redefinidos reemplazando en las ecuaciones (31) y 
(33) υi

j+1  y i
j  por µ ω

i
j+ . Una vez especificadas las condicio-

nes iniciales y de frontera, la ecuación (29) puede ser resuelta de 
manera eficiente mediante el algoritmo de Thomas (ver Zataráin 
et al., 1998). Se debe notar que el sistema no es lineal, puesto 
que los coeficientes (ecuaciones 30-33) dependen de la propia 
solución. La resolución para cada paso de tiempo es, por lo tanto 
iterativa

La condición de radiación fractal

	 Para linealizar las condiciones de frontera, se introduce una 
generalización del coeficiente de conductancia, es decir:
			 

	
κ=











−
q
K

L
h

h
h

s

s s s

s2 1

 	 (34)

	 Es necesario señalar que  depende de la propia solución, 
sin embargo como el proceso de solución del sistema (29) es 
iterativo, este parámetro se calcula en función del estimador 
precedente.

Selección de los incrementos espacial (x) 
y temporal (t) en la solución numérica

	 De acuerdo con Zataráin et al. (1998) la discretización del 
dominio se realiza de modo que el incremento x x xi i− =−1 δ  
sea constante para i N= −4 5 2, ...  excepto en la vecin-
dad de los drenes, es decir para x1 0 : i) x x x2 1 0 4− = . δ , 
x x x3 2 0 6− = . δ , ∆ =x x1 0 1. δ ; ∆ =x x2 0 6. δ  y ii) x LN  , 
x x xN N− =−1 0 4. δ , ∆ =−x xN 1 0 6. δ , ∆ =x xN 0 1. δ . El va-

lor de interpolación en el espacio se toma como γ=
1
2

 en el 

dominio excepto, como se puede inferir, en la primera y última 

celdas. En cuanto a la discretización del tiempo, dada la del es-
pacio, se sigue el enfoque clásico de escribir las ecuaciones del 
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		  (33)

	 For the head scheme, equation (25), the coefficients Bi 
and Ei must be redefined by replacing in equations (31) and 
(33) υi

j+1  and i
j  by µ ω

i
j+ . After specifying the boundary 

and initial conditions, equation (29) can be solved efficiently 
by Thomas algorithm (see Zataráin et al., 1998). It should 
be noted that the system is not linear, since the coefficients 
(equations 30-33) depend on the solution itself. The resolution 
for each time step is therefore iterative.

The fractal radiation condition

	 To linearize the boundary conditions, a generalization of the 
conductance coefficient is introduced, that is;

			 

	
κ=











−
q
K

L
h

h
h

s

s s s

s2 1

 	 (34)

	 It should be noted that  depends on the solution itself; 
however as the process of solution of the system (29) is iterative, 
this parameter is calculated based on the previous estimate.

Selection of the spatial (x) and temporal (t) 
increments in the numerical solution

	 According to Zataráin et al. (1998) the discretization of 
the domain is performed so that the increment x x xi i− =−1 δ  
be constant for i N= −4 5 2, ...  except in the vicinity 
of the drains, that is for x1 0 : i) x x x2 1 0 4− = . δ , 
x x x3 2 0 6− = . δ , ∆ =x x1 0 1. δ ; ∆ =x x2 0 6. δ  and ii) x LN  , 
x x xN N− =−1 0 4. δ , ∆ =−x xN 1 0 6. δ , ∆ =x xN 0 1. δ . The 

interpolation value in the space is taken as γ=
1
2

 in the domain 

except as may be inferred, in the first and last cells. Regarding 
the time discretization, given that of space, it follows the classical 
approach to write the equations of movement in dimensionless 
form, valid in homogenous media, to obtain relations 
between the characteristic spatial and time scales. Introducing 
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movimiento en forma adimensional, válido en medios homogé-
neos, para obtener relaciones entre la escalas espaciales y tempo-
rales características. Introduciendo variables adimensionales en la 
ecuación de Boussinesq, ecuación (1), definidas como x x L* / ,  
t t* /= τ , H H Hs* / , µ µ υ* /= s , R R L T Hw w s s* / 2 , don-
de υ υs sH= ( )  y T K Hs s s , se obtiene la misma ecuación de 
Boussinesq con variables con asteriscos si τ υ= s sL T2 / . Dada 
la naturaleza parabólica de la ecuación diferencial se define el 
parámetro M x t=( )∆ ∆* */2 , que se encuentra comparando la 
solución en diferencias finitas con soluciones analíticas. El valor 
del parámetro para los tiempos cortos recomendado por Zataráin 
et al. (1998) es del orden de M0.1.

Resultados y Discusión

Comparación de la solución 
con una solución analítica

	 Para definir valores primeros de los parámetros de 
interpolación en el espacio y en el tiempo ( y ), 
la solución numérica se compara con una solución 
analítica obtenida de la ecuación de Boussinesq en 
un caso particular. Esta solución ha sido construida 
por Fuentes et al. (1997) para una linealización de la 
ecuación diferencial representada por una transmisi-
bilidad constante pero con una condición de radia-
ción lineal en los drenes y que incluye la ecuación 
clásica de Glover-Dumm (Dumm, 1954), a saber:

	

h x t h A
t x
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n
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



 		

		  (35)

donde τ µ= L T2 / ; n son los valores pro-
pios y se obtienen de las raíces positivas de 
f c cα α γ γ α α( )= − − ( )=/ / cot2 0 ; An son las 

amplitudes correspondientes calculadas con la ex-
presión An n n c n= ( )+ − ( ) { }2 1α α γ αsin cos /
α γ γn c c

2 2 2+ +( ) ; y c es un coeficiente de conduc-
tancia de la interfaz suelo-dren.

	 Los valores utilizados para la simulación son los 
reportados por Fuentes et al. (1997), también uti-
lizados por Fragoza et al. (2003), y corresponden 
a una parcela con drenaje subterráneo ubicada en 
el Distrito de Riego 076 Valle del Carrizo, Sinaloa, 

dimensionless variables in the Boussinesq equation, equation 
(1), defined x x L* / ,  t t* /= τ , H H Hs* / , µ µ υ* /= s , 
R R L T Hw w s s* / 2 , where υ υs sH= ( )  y T K Hs s s , the same 
Boussinesq equation is obtained with variables with asterisks 
if τ υ= s sL T2 / . Given the parabolic nature of the differential 
equation the parameter M x t=( )∆ ∆* */2  is defined, which is 
found comparing the solution in finite differences with analytical 
solutions. The parameter value for short periods recommended 
by Zataráin et al. (1998) is of order M0.1.

Results and Discussion

Comparison of the solution 
with an analytical solution

	 To define first values of interpolation parameters 
in space and time ( and ), the numerical solution 
is compared with a solution analytically obtained 
from the Boussinesq equation in a particular case. 
This solution has been constructed by Fuentes et al. 
(1997) for a linearization of the differential equation 
represented by a constant transmissivity but with 
a linear radiation condition in the drains and that 
includes the classical equation of Glover-Dumm 
(Dumm, 1954), namely:
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		  (35)

where τ µ= L T2 / ; n are the own values 
and are obtained from the positive roots of 
f c cα α γ γ α α( )= − − ( )=/ / cot2 0 ; An are 

the corresponding amplitudes calculated with the 
expression An n n c n= ( )+ − ( ) { }2 1α α γ αsin cos /
α γ γn c c

2 2 2+ +( ) ; and c is a conductance coefficient 
of the soil-drain interface.

	 The values used for simulation are those reported 
by Fuentes et al. (1997), also used by Fragoza et al. 
(2003), and correspond to a plot with underground 
drainage installed in a field of the 076 Irrigation 
District located in Valle del Carrizo, Sinaloa, México: 
L50 m, Ks0.557 m/d,  0.1087 m3/m3, 
T 2.5065 m2/d, Do3.5 m, Hs5.0 m and 
1.5. To observe the effect that the parameter M 
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México: L50 m, Ks0.557 m/d,  0.1087 m3/
m3, T 2.5065 m2/d, Do3.5 m, Hs5.0 m y 
1.5. Para observar el efecto que tiene el paráme-
tro M en la solución numérica, se realizaron varias 
simulaciones y se calculó la suma de los cuadrados 
de los errores (SCE) asumiendo x constante y va-
riando los valores de  y M. Los resultados se mues-
tran en la Figura 3. 
	 El cálculo de la SCE se realizó a intervalos de 1 
día hasta un total de 60 días para evitar errores ocul-
tos en los tiempos cortos. Se puede ver que la SCE 
es menor con valores de  cercanos a 1, y con valo-
res de M menores a 0.5. Por otra parte al disminuir 
el valor de  los errores en la solución aumentan 
aún con valores menores de 0.5 en el parámetro M. 
De forma general puede apreciarse que conforme el 
valor de M aumenta y el valor de  disminuye, la 
SCE crece de manera significativa y viceversa. De 
esta manera, se pudo apreciar que mientras el valor 
(M0.4), en la solución se presentaban inestabili-
dades en las fronteras, como las que se observan en 
la Figura 4. En ésta, se muestra la variación del aba-
timiento de la superficie libre, en todo el dominio 
de solución y un acercamiento sobre el dren, con 
diferentes pasos de interpolación (). La discretiza-
ción en el espacio se realizó con x1.00 m y en 
el tiempo con t0.01 d, que corresponden a un 
valor de M4.33, valor que es superior al recomen-
dado por Zataráin et al. (1998) para los tiempos 
cortos.
	 Para las simulaciones realizadas y la mostra-
da en la Figura 4 se pudo apreciar que el paso de 

has on the numerical solution, several simulations 
were carried out and the sum of squares errors (SSE) 
was calculated assuming x constant and varying the 
values of  and M. The results are shown in Figure 3.
	 The calculation of the SSE was performed at 
intervals of 1 day to a total of 60 days to avoid errors 
hidden in the short times. One can see that the SSE is 
lower with values of  close to 1, and with M values 
lower than 0.5. On the other hand by reducing the 
value of  errors in the solution increases even with 
values lower than 0.5 in the parameter M. In general 
it can be seen that as the value of M increases and the 
value of  decreases, the SSE grows significantly and 
vice versa. Thus, it was observed that while the value 
(M0.4), in the solution there were instabilities 
on the boundaries, as seen in Figure 4. This Figure 

Figura 3. 	Suma de los cuadrados de los errores con diferentes 
valores de M y .

Figure 3. Sum of the squares of errors with different values 
of M and .

Figura 4. 	Evolución de la carga variando el parámetro de interpolación en el espacio (): A) Abatimiento de la superficie libre en 
un día, B) Abatimiento de la superficie sobre el dren en un día.

Figure 4. 	Evolution of the head by varying the parameter of interpolation in space (): A) Lowering of the free surface in a day, 
B) Lowering of the surface on the drain in one day.
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interpolación óptimo que hace que la solución nu-
mérica coincida con la solución analítica, dado un 
criterio de error, es 0.98, mismo resultado que 
se obtiene cuando 1.00. Por otra parte, cuando 
el valor de M0.4 las diferencias entre las solución 
numérica y la solución analítica con diferentes va-
lores de  son mínimas. Un ejemplo de lo anterior 
es el que se muestra en la Figura 5, donde se puede 
observar el abatimiento del perfil para dos valores di-
ferentes de M: M4.33 (x1.00 m y t0.01 d) 
y M0.04 (x0.01 m y t0.0001 d). 
	 Con el primer valor de M puede verse que aún 
existen diferencias con los diferentes valores de  
pero son mínimas, y utilizando la última opción se 
ve el buen acuerdo entre la solución analítica y la 
solución propuesta, dado un criterio de error. Con 
los valores de x0.01 m y t0.0001 d obte-
nidos con anterioridad, se procedió a realizar una 
simulación por un periodo de tiempo mayor, el 
cual se muestra en la Figura 6, donde se aprecia el 
abatimiento de la superficie libre y la evolución del 
volumen drenado por unidad de área de suelo. Los 
resultados muestran que no existen diferencias sig-
nificativas entre la solución analítica y la solución 
en diferencias finitas.

Comparación de los dos esquemas numéricos

	 Los esquemas mixto y en carga se comparan en-
tre sí aceptando los valores 0.5 y 0.98. El 
suelo utilizado es el caracterizado por Saucedo et al. 
(2003), con los valores s0.5245 cm3/cm3, r0 
cm3/cm3, Ks0.446 m/d; los valores de los paráme-
tros de las características hidrodinámicas son: i) para 

shows the variation of lowering of free surface in 
the whole solution domain and an approach on the 
drain, with different steps of interpolation (). The 
discretization in space is performed with x1.00 
m and in time with t0.01 d, corresponding to 
a value of M4.33, a value that is higher than that 
recommended by Zatarain et al. (1998) for short 
times.
	 For the simulations performed and that shown 
in Figure 4 it was observed that the optimal 
interpolation step which makes that the numerical 
solution coincides with the analytical solution, 
given an error criterion that is 0.98, same result 
obtained when 1.00. On the other hand, when 
the value of M0.4 the differences between the 
numerical solution and the analytical solution with 
different values of  are minimal. An example of 
this is the one shown in Figure 5, where the lowering 
of the profile for two different values of M can be 
observed: M4.33 (x1.00 m and t0.01 d) 
and M0.04 (x0.01 m and t0.0001 d).
	 With the first value of M it can be seen that 
there are still differences with different values of 
 but are minimal, and using the last option the 
good agreement between the analytical solution 
and proposed solution can be seen, given an error 
criterion. With the values of x0.01 m and 
t0.0001 obtained previously, a simulation was 
performed for a longer period, which is shown in 
Figure 6, where the lowering of the free surface is 
shown and the evolution of the drained volume per 
unit area of soil is observed. The results showed no 
significant differences between the analytical solution 
and finite difference solution.

Figura 5. Abatimiento de la superficie libre, A) M0.43, B) M0.04.
Figure 5. Lowering of the free surface, A) M0.43, B) M0.04.
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Figura 7. 	Comparación de los dos esquemas numéricos: A) abatimiento de la superficie libre, B) evolución de la lámina drenada, 
con las características hidrodinámicas de Fujita-Parlange.

Figure 7. 	Comparison of the two numerical schemes: A) Lowering of the free surface, B) Evolution of the drained depth, with the 
hydrodynamic characteristics of Fujita-Parlange.

Figura 6. 	Comparación entre la solución numérica y la solución analítica: A) abatimiento de la superficie libre, B) evolución de 
la lámina drenada acumulada.

Figure 6. Comparison between the numerical and the analytical solution: A) Lowering of the free surface, B) Evolution of the 
cumulative drained depth.

Fujita y Parlange c0.521 m y 0.98; ii) para van 
Genuchten con la restricción m12/n, m0.066 
y d0.15 m. Para comparar los esquemas, se 
propone un distanciamiento entre drenes L25 m 
y una profundidad de drenes Hs1.5 m. Los resul-
tados de la simulación numérica obtenidas con las 
dos características hidrodinámicas son mostradas en 
las Figuras 7 y 8. En la Figura 7 se muestra la evolu-
ción del abatimiento de la carga y la lámina drenada 
para tiempos de 60 y 250 d, respectivamente, utili-
zando las características hidrodinámicas de Fujita y 
Parlange, y en la Figura 8 se aprecian los resultados 
obtenidos con las características hidrodinámicas de 
van Genuchten para los tiempos mencionados con 
anterioridad. Puede verse que no existen diferencias 

Comparison of the two numerical schemes

	 Mixed and head schemes are compared with 
each other, accepting the values 0.5 y 0.98.
The soil used is the one characterized by Saucedo 
et al. (2003), with values s0.5245 cm3/cm3, 
r0 cm3/cm3, Ks0.446 m/d; and the values of 
the parameters of the hydrodynamic characteristics 
are: i) for Fujita and Parlange c0.521 m and 
0.98; ii) for van Genuchten with the restriction 
m12/n, m0.066 and d0.15 m. To 
compare the schemes, a distance is proposed 
between drains L25 and a depth of drains Hs1.5 
m. The numerical simulation results obtained with 
both hydrodynamic characteristics are shown in 
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Cuadro 1.	Características del módulo de drenaje y paráme-
tros del suelo.

Table 1.	Characteristics of the drainage module and soil para-
meters.

Características del 
módulo de drenaje Parámetros del suelo

Hs120 cm 0.539 cm3/cm3

Do 25 cm Ks18.3 cm/h
L100 cm s0.7026

Figura 8. 	Comparación de los dos esquemas numéricos: A) abatimiento de la superficie libre, B) evolución de la lámina drenada, 
con las características hidrodinámicas de van Genuchten.

Figure 8. 	Comparison of the two numerical schemes: A) Lowering of the free surface, B) Evolution of the drained depth, with the 
hydrodynamic characteristics of van Genuchten.

aparentes entre los esquemas mixto y en carga con 
cada una de las características hidrodinámicas utili-
zadas, los resultados muestran que utilizar cualquiera 
de los dos esquemas conduce al mismo resultado.

Problema inverso

	 Para evaluar la capacidad de la condición de ra-
diación fractal con capacidad de almacenamiento 
variable, se hace uso de la información experimental 
presentada por Zavala et al. (2003). Las característi-
cas del módulo de drenaje y los parámetros del suelo 
usados en la simulación se muestran en el Cuadro 1.
	 Las características hidrodinámicas utilizadas son 
las de Fujita y Parlange, para lo cual se fija el valor de 
0.98 y los parámetros c y 0 se estiman mediante 
la minimización de la suma de los cuadrados de los 
errores entre la lámina drenada medida y la lámina 
drenada calculada con la solución numérica en el 
transcurso del tiempo. En la Figura 9 se presentan los 

Figures 7 and 8. Figure 7 shows the evolution of 
the lowering of head and drained depth for times of 
60 and 250 d, respectively, using the hydrodynamic 
characteristics of Fujita and Parlange, and Figure 8 
shows the results obtained with the hydrodynamic 
characteristics of van Genuchten for the times listed 
above. It can be seen that there are no apparent 
differences between the mixed and head schemes 
with each of the hydrodynamic characteristics used, 
the results show that using either of the two schemes 
leads to the same result.

Inverse problem

	 To evaluate the capacity of the fractal radiation 
condition with variable storage capacity, the 
experimental information presented by Zavala et al. 
(2003) is used. The characteristics of the drainage 
module and the soil parameters used in the simulation 
are shown in Table 1.
	 The hydrodynamic characteristics used are 
those of Fujita and Parlange, for which the value of 
0.98 is fixed and c y 0 parameters are estimated 
by minimizing the sum of squares errors between 
the drained depth measured and the drained depth 
calculated with the numerical solution over time. 
Figure 9 shows the results obtained from the inverse 
problem for 24 h and 240 h.
	 The two numerical schemes were used and the 
result was the same, however, only the head scheme 
with the fractal radiation condition is shown. The 
best approximation to the experimental data is 
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resultados obtenidos del problema inverso para 24 h 
y 240 h. 
	 Se usaron los dos esquemas numéricos y el re-
sultado fue el mismo, sin embargo, sólo se muestra 
el esquema en carga con la condición de radiación 
fractal. La mejor aproximación a los datos experi-
mentales es obtenida con c0.5152 m y 00.10 
que proporcionan un ECM0.1283 cm. La condi-
ción de radiación fractal y la capacidad de almace-
namiento variable reproducen de buena manera los 
datos medidos en laboratorio para el intervalo de 
tiempo menor a 6 h, posteriormente hay una ligera 
subestimación de los mismos hasta un tiempo de 
150 h, sin embargo, el buen acuerdo entre la lámina 
drenada medida y la lámina drenada obtenida con 
el modelo es evidente.

Conclusiones

	 Se ha resuelto la ecuación unidimensional de 
Boussinesq del drenaje agrícola con el método de di-
ferencias finitas basada en un balance local de masa. 
Resultaron dos esquemas de discretización de la de-
rivada temporal, la cual representa el cambio de al-
macenamiento en este balance. En uno aparecen de 
manera explícita la carga y la porosidad drenable, va-
riables ligadas con una relación funcional, que se ha 
denominado esquema mixto; en el otro aparece sólo 
la carga hidráulica, denominado esquema en carga. 
Los dos esquemas coinciden cuando la porosidad 
drenable es independiente de la carga. La validación 
parcial de ambos esquemas fue realizada mediante la 
comparación de las soluciones numéricas obtenidas 

obtained with c0.5152 m and 00.10 to provide 
an SSE0.1283 cm. The fractal radiation condition 
and the variable storage capacity reproduce in a 
good way the data measured in the laboratory for 
the time interval less than 6 h, then there is a slight 
underestimation of them until a time of 150 h, 
however, the good agreement between the drained 
depth measured and the drained depth obtained with 
the model is evident.

Conclusions

	 The one-dimensional Boussinesq equation of 
the agricultural drainage has been resolved with 
the finite-difference method based on a local mass 
balance. Two discretization schemes resulted of the 
time derivative, which represents the storage change 
in this balance. In one, head and drainable porosity 
appear explicitly, variables linked to a functional 
relationship which has been called mixed scheme, 
in the other; only the hydraulic head appears, called 
the head scheme. The two schemes coincide when 
the drainable porosity is independent of the head. 
Partial validation of both schemes was carried out by 
comparing the numerical solutions obtained with an 
analytical solution of literature built for conditions 
of linearity. The evolutions of the water head on 
the profile and drained depth calculated with 
the analytical solution are similar, under an error 
criterion, to those calculated with the numerical 
solution for all time. The absence of fluctuations 
both in time and space of head and drained depth 
allows recommending the proposed numerical 

Figura 9. 	Evoluciones de la lámina experimental y calculada con la condición de radiación fractal y capacidad de almacenamiento 
variable, utilizando el esquema en carga.

Figure 9. 	Evolutions of drained depth experimental and drained depth calculated with the fractal radiation condition and varia-
ble storage capacity, using the head scheme.
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con una solución analítica de la literatura construida 
para condiciones de linealidad. Las evoluciones de la 
carga de agua en el perfil y la lámina drenada cal-
culadas con la solución analítica son similares, bajo 
un criterio de error, a las calculadas con la solución 
numérica para todo tiempo. La ausencia de fluctua-
ciones tanto en el tiempo como en el espacio de la 
carga y de la lámina drenada permite recomendar los 
esquemas numéricos de la ecuación unidimensional 
de Boussinesq propuestos, para el estudio de la di-
námica del agua en los sistemas de drenaje agrícola 
subterráneos. En particular, la solución numérica 
construida puede ser utilizada para la caracterización 
hidrodinámica del suelo a través de una modelación 
inversa, es decir, a partir de datos experimentales se 
pueden inferir los parámetros del sistema. Además, 
la solución numérica propuesta puede ser utilizada 
para un mejor diseño de sistemas de drenaje agrícola 
subterráneo ya que las hipótesis consideradas en las 
soluciones clásicas han sido eliminadas.
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schemes of the one-dimensional Boussinesq equation 
for the study of dynamics of water in agricultural 
underground drainage systems. In particular, the 
constructed numerical solution can be used for the 
hydrodynamic characterization of soil through an 
inverse modeling, from the experimental data can 
be inferred the system parameters. In addition, the 
proposed numerical solution can be used to design 
better agricultural underground drainage systems 
since the hypotheses considered in the classical 
solutions have been eliminated.
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