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Hidrologia de avenidas

Conferencia Enzo Levi 1998

Alvaro A. Aildama

Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua

La hidrologia de avenidas es un tema que ha cobrado mucha relevancia debido a las inunda-
ciones recientemente provocadas por eventos hidrometeoroldgicos extremos en todo el mundo.
Este articulo presenta los resultados de una serie de investigaciones que el autor y sus colabo-
radores han obtenido a fo largo de los afios en la materia. En particular, se discuten métodos
para la estimacion de avenidas de disefio en presas y redes de rios, para el transito hidrologi-
co de avenidas en cauces y para el transito hidraulico de avenidas en redes de rios con lagu-

nas de interconexién.

Palabras clave: transito inverso, parametrizacion de avenidas de disefio, hidrogramas de dise-
Ao, distribucicnes de probabilidad multivariadas de extremos, periodo de retorno conjunto,
método de Muskingum, ecuacién de adveccion-difusion, prondstico de avenidas, lagunas de

interconexion.

Prélogo

La ocurrencia de las avenidas y la mitigacion de sus
efectos han preccupado a la humanidad desde tiempo
inmemorial. Testimonio de esto lo constituyen, por
ejemplo, escritos arcaicos que dan cuenta del devenir
de un diluvio universal. Existen més de un centenar de
relatos de diversas culturas a lo largo y ancho de Eu-
ropa, Asia, Africa, Oceania y América que describen,
con impresionante similitud, los estragos que causo
esa inundacion global. La fascinacion y el temor que
las crecientes han provocado en el hombre han queda-
do consignadas en muy diversos documentos que hoy
forman parte del acervo cultural universal. llustraciones
de lo anterior son los siguientes textos que, ademas de
comentar, describir y relatar diversos aspectos de las
inundaciones, contienen profundos pensamientos que
reflejan la sabiduria antigua:

Texto bibilico

“Las aguas del diluvio vinieron sobre la tierra... aquel dia fue-
ron rotas todas las fuentes del grande abismo, y las cataratas
de los cielos fueron abiertas; y hubo lluvia sobre la tierra cua-
renta dias y cuarenta noches...Y fue el diluvio cuarenta dias
sobre la tierra; y las aguas crecieron... y las aguas subieron

mucho sobre la tierra; y todos los montes altos que habia de-
bajo de todos los cielos, fueron cubiertos. Quince codos mas
alto subieron las aguas, después que fueron cubiertos los mon-
tes... Y prevalecieron las aguas sobre la tierra ciento cincuen-
ta dias.” Génesis 7:10, 11, 12, 17, 18, 19, 20 y 24,

"Y temeran desde el occidente el nombre de Jehova, y des-
de el nacimiento del sol Su gloria; porque vendra el enemigo
como inundacion, mas el Espiritu de Jehova levantard ban-
dera contra él.” Isaias 59:19.

“; Quién es éste que sube como rlo, y cuyas aguas se mue-
ven como rios? Egipto como rio se ensancha y las aguas se
mueven como rios, y dijo: Subiré, cubriré la tierra, destruiré a
la ciudad, vy a los que en ella moran.” Jeremias 46:7, 8.

“Asi ha dicho Jehova: He agui que suben aguas del norte, y
se hardn torrente; inundaran la tierra y su plenitud, la ciudad
y los moradores de ella...”. Jeremias 47:2.

“Subira toda como un rio, y crecera y mermara como el rio de
Egipto.” Amos 8:8.

“Todo aquel que viene a Mi, y oye Mis palabras y las hace,
os indicaré a quién es semejante. Semejante es al hombre
gue al edificar una casa, cavé y ahondd y puso el fundamen-
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to sobre la roca; y cuando vino una inundacion, el rio dio con
impetu contra aguella casa, pero no la pudo mover, porque
estaba fundada sobre la roca. Mas el que oy6 y no hizo, se-
mejante es al hombre que edificéd su casa sobre tierra, sin
fundamento; contra la cual el rio dio con impetu, y luego
cayo, y fue grande la ruina de aquella casa”. Lucas 6:48, 49.

Texto griego

"Muchos grandes diluvios han ocurrido durante nueve mil
afios, desde que Atenas y Atlantis fueron preeminentes... En
estas inundaciones, el agua subi¢ de abajo... Estas inunda-
ciones, especialmente Ja tercera gran inundacién antes de
Deucalion, erosiond la mayor parte del suelo fértil de Ate-
nas". Timaeus 22.

Texto babilonio

“De los cielos cay¢ lluvia con gran fuerza... Al séptimo dia
cesé la tormenta v la inundacién.” Epica de Gilgamesh 11.

Texto maya

“LLos hombres de madera trataron de salvarse de la inunda-
cién. Con esto andaban los hombres y andaban corriendo,
desatinados. Quisieron subir sobre las casas, pero se les
hundian y se venian abajo. Queriendo subir sobre los arboles
los arrojaban de sf, y queriendo guarecerse en las cavernas
y hoyos, se les cerraban.” Popol Vuh.

Texto egipcio

“Te saludo Hapy, Crecida del Nilo, que sales de la tierra y vie-
nes para alimentar Egipto; aquél cuya naturaleza esta escon-
dida, fa oscuridad en pleno dfa; aquél a quien sus seguidc-
res ensalzan; aquél que inunda los campos...” Himno a la
Crecida del Nilo.

Texto cuneiforme

“Si alguien una deuda por su cuenta contrae y su campo el
dios de la tormenta inunda o si una crecida lo barre o si por
falta de agua la cebada en su campo no llega a sazdn; en
ese afio cebada a su acreedor no entregara, su tablilla-reci-
bo borrara y el rédito de ese afio no pagard.” Cédigo de
Hammurabi 48: Xlll, 71-XIV, 17.

Texto chino

“Amordazar al pueblo equivale a poner diques a las aguas.
Las aguas bloqueadas se desbordan y causan muchas victi-
mas. Lo mismo pasa con el pueblo. Es por ello que asf como
los gue cuidan de las aguas deben abrir brechas y*dejarlas

fluir, los que cuidan del pueblo deben establecer normas que
les permitan hablar.” Shiji (Memorias Histdricas) de Sima
Qian, IV.

Texto romano

“Este elemento manda sobre todos los demas: las aguas se
tragan las tierras, ahogan las liamas, suben a las alturas y
también reclaman para sf el cielo...” Historia Natural de Plinio
el Viejo, XXXI, 1.

Introduccion

México esta ubicado dentro del campo de influencia
de ciclones y huracanes. Ademas, también lo afectan
otros fendémenos meteorolégicos de consideracion,
como frentes frios y tormentas convectivas extensas.
Todos estos fendmenos suelen producir precipitacio-
nes de gran magnitud que, a su vez, generan avenidas
gue inundan extensas regiones del pais. Dichas inun-
daciones causan pérdida de vidas humanas y dafios
econdmicos considerables, que en occasiones pueden
llegar a tener tintes catastroficos (Aparicio, 1998). En
tiempos recientes, el pais ha sufrido los embates de me-
teoros que han provocado grandes efectos destructi-
vos en los estados de Guerrero, Oaxaca, Chiapas, Hi-
dalgo, Puebla, Veracruz y Tabasco.

Huelga decir que es de fundamental importancia
estudiar las avenidas para proponer medidas que per-
mitan mitigar los destrozos que suelen originar en po-
blaciones y zonas productivas. La cada vez mas fre-
cuente ocurrencia de fendémenos hidrometeorologicos
extremos nos invita a abordar el estudio de las crecien-
tes, no con la soberbia pretension de ser capaces de
controlar las fuerzas naturales, sino tan sélo de entender
su dinamica y con ello aprender a convivir con elias.

El objeto de este articulo es presentar una resefia de
una serie de trabajos de investigacién que el autor y
sus colaboradores han producido a lo largo de los
afnos en el tema de hidrologia de avenidas. Es relevan-
te mencionar que, a pesar de gue Enzo Levi fue funda-
mentalmente un especialista en mecanica de fluidos,
en cierto momento de su vida profesional también se
intereso por el estudio de las avenidas, como lo de-
muesira una serie de arficulos gue publico en torno al
andlisis de hidrogramas (Levi, 1963, Levi y Valdés,
1964a y 1984b). Sirva este articulo como un homenaje
mas al doctor Enzo Levi, quien personifico la decencia,
la honestidad, la bonhomia, Ja generosidad y la exce-
lencia como investigador, como maestro, pero, sobre
todo, como persona. Quienes lo conocimos y verdade-
ramente apreciamos su estatura, nos hemos empefia-
do en hacer trascender su legado.
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Motivacion

En 1980 le fue encargado al autor, gue se desempefia-
ba como especialista en la Comision del Plan Nacional
Hidraulico, llevar a cabo un estudio sobre la seguridad
hidrologica del puerto Lazaro Cardenas. Esto implica-
ba revisar la avenida de disefio de la presa El Infierni-
llo, localizada en el estado de Michoacan. Lo anterior
significod el primer contacto gque el autor tuvo en su
practica profesional con la hidrologia de avenidas.

La presa E! Infiernillo fue construida sobre el cauce
del rioc Balsas con el propositc principal de generar
energia eléctrica. Esta en operacion desde 1965. De-
bido a la carencia de datos, su avenida de disefio fue
determinada empleando la envolvente de Creager. Asl,
se determind un gasto pico de disefio de 38,777 m¥/s
y la cortina se construyd con una elevacion a la coro-
na de 180 msnm (Marengo, 1994).

Debido, entre otras razones, a que en México no
existe una densidad suficiente de estacicnes pluvio-
métricas y pluviogréficas, es comun emplear el anali-
sis de frecuencias de gastos maximos anuales para
determinar los gastos pico de las avenidas de disefio
de presas en nuestro pais (Aldama y Ramirez, 1999a).
Dado gue para determinar la capacidad de control de
avenidas y la capacidad de descarga de la obra de
demasias es necesario transitar la avenida de disefio
por el vaso de la presa, se requiere conocer no solo el
gasto pico, sino la forma completa del hidrograma de
disefio. El procedimiento méas empleado en el paifs
consiste en "mayorar” la avenida maxima registrada.
Esto se logra multiplicando las ordenadas del hidrogra-
ma correspondiente a esa avenida por la razén del
gasto pico de disefio al gasto méaximo registrado, lo
cual produce el hidrograma de disefio.

llustracién 1. Avenida maxima histdrica en el sitio El Infiernillo
estimada mediante el procedimiento tradicional de transito
inverso para el periodo del 26 al 30 de septiembre de 1967.
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Hustracion 2. Avenida méaxima histdrica en el sitio El Infiernillo
estimada mediante el procedimiento tradicional de transito
inverso, con un paso de suavizacion de promedios méviles
para el periodo del 26 al 30 de septiembre de 1967.
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Por lo anterior, para efectuar el analisis de frecuen-
cias de gastos maximos anuales para El Infiernillo fue
necesario recabar informacion acerca de la avenida
maxima registrada en el sitio de interés, la cual ocurrié
del 25 de septiembre al 5 de octubre de 1967 (Ma-
rengo, 1994). Dado que la operacién de la estacion hi-
drométrica localizada en el sitio de El Infiernillo fue
cancelada en 1964 debido a la construccion de la pre-
sa, los hidrogramas de ingreso a la presa se han de-
terminado por el procedimiento de “antitransito” o tran-
sito inverso (Aldama y Aguilar, 1997) desde que esta
en operacion. Este método consiste en resclver la
ecuacion de continuidad discretizada en forma inver-
sa. En efecto, al conocerse la evolucion del almacena-
miento en el tiempo, a través de la medicidn de las
elevaciones en el vaso y el empleo de la curva eleva-
ciones-capacidades, asi como la correspondiente a la
descarga (la cual es funcién del almacenamiento), es
posible determinar la evolucion del ingreso. Con ese
proposito es comun emplear la regla trapezeoidal para
discretizar la ecuacién de continuidad. En la ilustracion
1 se muestra el hidrograma de ingreso que se obtiene
al aplicar el procedimiento descrito para un incremen-
to de tiempo igual a una hora. Es. evidente que las res-
puestas que se obtienen no son realistas, ya que se
observan gastos negativos. Mediante la utilizacién de
un paso de promedios moviles, el hidrograma de la
ilustracion 1 se suaviza, obteniéndose el que se mues-
tra en la ilustracién 2. A éste corresponde un gasto
pico de 25,207 m¥/s, que es el dato gue oficialmente se
ha manejadc como el gasto maximo registrado. La ob-
servacién de una gréfica similar a la presentada en la
ilustracion 2 llamdé la atencién del autor. A pesar de la
eliminacién de los gastos negativos mediante suaviza-



Aldama, A.A., Hidrologia de avenidas. Conferencia Enzo Levi 1998

llustracion 3. Registro de voliimenes-gastos pico observados
en las avenidas maximas anuales ocurridas en el sitio
El Infiernillo.
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cion, persistian fuertes oscilaciones en el hidrograma.
Esto sugirio la posibilidad de que el método empleado
para estimar los gastos de ingreso al vaso introdujera
oscilaciones en forma espuria.

Adicionalmente, el procedimiento de "mayoracion”
de la avenida maxima registrada le parecio arbitrario al
autor. En efecto, si bien es posible estimar un gasto
pico de disefio asociado con un periodo de retorno (y
por tanto con una probabilidad de excedencia), la
construccion del hidrograma de disefio a través de di-
cho procedimiento no permite asociar un periodo de
retorno con foda la avenida a que corresponde. Por tal
motivo, y con el objeto de estudiar las relaciones que
pueden existir entre los parametros principales que ca-
racterizan una avenida, el autor procedit a examinar la
informacion disponible hasta 1980 de las avenidas
ocurridas en El Infiernillo. Asi, produjo las graficas vo-
lumen-gasto pico, volumen-tiempo pico y gasto pico-
tiempo pico que se muestran en las ilustraciones 3, 4
y 5. Es evidente que existe una gran dispersién de los
datos, lo cual sugirio la posibilidad de incorporar el vo-
lumen y el tiempo pico de la avenida como parametros
adicionales al gasto pico para caracterizar hidrogra-
mas de disefio y con ello, la posibilidad de proveer una
acepcion probabilista mas completa a las avenidas de
disefio.

En el disefio de obras de proteccion contra inunda-
ciones surge frecuentemente la necesidad de transitar
avenidas por cauces de rios. A pesar de gue hoy en
dia es sencillo realizar transitos hidraulicos mediante el
empleo de esquemas de diferencias finitas para resol-
ver numéricamente las ecuaciones de Saint-Venant
(que describen el escurrimiento superficial, transitorio
y unidireccional), la cantidad de informacion de campo
que estos procedimientos requieren es muy vasta. Por

llustracidn 4. Registro de volimenes-tiempos pico observados
en las avenidas maximas anuales ocurridas en el sitio
El Infiernillo.
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lo anterior, es comun en.la practica de la hidrologia su-
perficial y de la ingenieria de rios ia aplicacién de mé-
todos hidrolégicos aproximados para &l transito de ave-
nidas en cauces. Entre éstos, indudablemente el mas
popular por su facilidad de uso es el método de Mus-
kingum (Ponce, 1989). En varias ocasiones el autor
empled este método para realizar estudios en diversos
cauces del pals cuando se desempefiaba como espe-
cialista en la Comision del Plan Nacional Hidraulico, en
el periodo de 1980 a 1981, cuando lo hacia como di-
rector de Ingenieria de Rios en la Secretaria de Agri-
cultura y Recursos Hidraulicos en 1986, y como sub-
coordinador de Hidraulica del instituto Mexicano de
Tecnologia del Agua (IMTA), de 1986 a 1988. Algo que
atrajo la atencion del autor fue que, como es bien co-
nocido, el método de Muskingum produce hidrogra-
mas de egreso de un tramo de cauce que presentan

llustracidon 5. Registro de gastos pico-tiempos pico observados
en las avenidas maximas anuales ocurridas en el sitio
El Infiernillo.
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una subestimacion notable del gasto para los interva-
los iniciales de transito, como se muestra en la ilustra-
cién 6, en la que aparece la calibracion del citado mé-
todo para una avenida ocurrida en el rio Usumacinta
entre las estaciones Ei Tigre y Boca del Cerro, del 9 al
19 de agosto de 1964. Esto sugiri¢ la posibilidad de
encontrar relaciones gue impidieran el surgimiento
de subestimaciones de gasto cuando se emplea el mé-
todo de Muskingum para transitar avenidas en cauces.

Cuando el autor se hizo cargo de la Coordinacion
de Tecnologia de Sistemas Hidraulicos en el Instituto
Mexicano de Tecnologia del Agua en 1992, se encon-
tr6 con que al area a su cargo le habia sido encarga-
do un estudio para determinar la mejor opcion para el
control de inundaciones en la cuenca baja del rio Pa-
paloapan. En la ilustracion 7 se muestra un esquema
que representa la zona en cuestion. Como se observa,

y como es tipico de zonas de planicie, la topologia de -

la red hidrogréfica en la zona de interés es compleja.
Al sobrevolar la zona después de la ocurrencia de llu-
vias intensas, el autor observd que el patron de inun-
dacién se componia de tramos de cauce que conec-
taban lagunas de inundacién gue se formaban en
cofluencias de rios y otros sitios. En algunos casos, los
cauces hablan desaparecido completamente y se en-
contraban ocultos bajo el agua. El modelo de llanuras
de inundacién del IMTA y otros disponibles en la lite-
ratura no eran capaces de simular eficiente y preci-
samente ese patron de inundacién. Esto sugirio la po-
sibilidad de desarrollar un nueve modelo que si lo
fuera. Adicionalmente, al evaluar distintas opciones de

Hustracidn 6. Calibracién del método de Muskingum para el
transito de la avenida ocurrida en el rio Usumacinta, entre
las estaciones El Tigre y Boca del Cerro, del 9 al 19 de
agosto de 1964.
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llustracion 7. Red hidrogréafica de la cuenca baja del rio
Papaloapan.
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control de inundaciones para proteccion de la zona de
interés, se hizo evidente la necesidad de contar con in-
formacion hidrométrica para estimar avenidas de dise-
fio. Desafortunadamente, como es comudn en casos Si-
milares, la informacion disponible no se encontraba en
los sitios para los que se requeria disefiar alguna cbra
de proteccion, ya que éstos se localizaban en la plani-
cie, donde no existen constricciones topograficas apro-
piadas para colocar estaciones hidrométricas. Por esta
razon, las estaciones se encontraban en los diferentes
afluentes de la red hidrogréfica (véase ilustracion 7),
localizadas en la parte media y alta de la cuenca. No
estaba claro como combinar la informacién de gastos
de estas estaciones para construir avenidas de disefio
en sitios ubicados en la planicie. Esto sugirié la posibi-
lidad de desarrollar un método que permitiera estimar
avenidas de disefio en redes de rios.

Las experiencias descritas y otras mas, llevaron al
autor a desarrollar una linea de-investigacion en mate-
ria de hidrologia de avenidas a lo largo de varios afios.
Este articulo da cuenta de algunos de los resultados
que se han obtenido como producto de un esfuerzo
colaborativo del autor con diversos investigadores.

Estimacion de avenidas de disefio de presas

Estimacion de avenidas de ingreso a vasos mediante
fransito inverso

Como se comento anteriormente, cuando una estacién
hidrométrica cesa su operacion por la construccion de
una presa, es comun la utilizacion del procedimiento
de transito inverso para estimar los hidrogramas de in-
greso al vaso. La ecuacion de continuidad para un
vaso se expresa por lo general como:

ingenieria hidriulica en méxico/septiembre-diciembre de 2000 9
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S _1—o (1)

at

donde Srepresenta el volumen almacenado en el vaso;
I, el gasto de ingreso; O, el gasto de egreso; y t, el
tiempo. El procedimiento de transitc inverso consiste
en despejar [ de la ecuacion 1 y expresarlo como
sigue:

I(t)=O)+S'(t) (2)

En la practica, la ecuaciéon 2 no puede ser emplea-
da directamente, debido a que la evolucién de los al-
macenamientos y de los gastos de egreso en el tiem-
po sdéio se conoce en forma discreta. Entonces, es
comun discretizar la ecuacion 2 a través del esquema
de Crank-Nicolson o regla trapezoidal, lo cual resulta
en una expresion del tipo siguiente:

S.1-S;
/j'+1=—/]'+0/'+0[+1+2—£1_—/— (3)

At
donde /,representa una aproximacion discreta a /(jAf);
O,, una aproximacion discreta a O(jAt); S, una aproxi-
macién discreta a S(jA1); j= 0,1,2...; y A, un intervalo
de tiempo. La aplicacion de la ecuacion 3 es la que
produjo los resultados contenidos en la ilustracion 1,
donde es evidente que existen oscilaciones espurias
en la estimacién del hidrograma de ingreso al vaso de
El Infiernillo para la avenida de 1967.

Aldama y Aguilar {1997) han demostrado gue la
componente homogénea de la solucidon exacta de la
ecuacion de diferencias de la ecuacion 3 es estable,
pero no es monctoénica, en el sentido de gue exhibe
alternancia de signos. Esto explica la presencia de
oscilaciones en los hidrogramas de ingreso estimados
con el esquema de la ecuacion 3. Adicionalmente, los
citados autores han probado que los errcres en la esti-
macion de hidrogramas de ingreso mediante el esque-
ma trapezoidal se acumulan en el tiempo e incremen-
tan su magnitud para valores pequefios del intervalo
de tiempo At. Para remediar este indeseable compor-
tamiento en la estimacion de hidrogramas de ingreso a
vasos mediante transito inverso, los mismos autores
propusieron emplear el siguiente esquema de diferen-
cias centrales:

jH#1— A

2AT

Aldama y Aguilar (1997) demostraron que el esque-
ma de la ecuacién 4 es estable y no acumula errores
de un intervalo de tiempo al siguiente. Para ilustrar 1a

eficacia del dicho esquema, los citados autores obtu-
vieron la solucién exacta de la ecuacidn de transito de
avenidas en vasos (ecuacion 1) para un caso particu-
lar en el que la ecuacion diferencial resultante en &l al-
macenamiento adimensional es lineal. A partir de la
evolucion en los almacenamientos para el caso de un
hidrograma de ingreso triangular obtuvieron la evolu-
cion exacta de las descargas (mediante la ley de des-
carga de un vertedor libre) y de las elevaciones en el
vaso. Con el objeto de simular lo que ocurre cuando un
operador lee una escala limnimétrica, los mismos auto-
res perturbaron las elevaciones con un pequefio error
aleatorio con distribucion uniforme y redondearcn los
valores a dos cifras significativas (en metros). Con las
elevaciones perturbadas y las curvas elevaciones-ca-
pacidades y elevaciones-gastos, calcularon los valo-
res perturbados de almacenamiento y descarga y pro-
cedieron a aplicar [as expresiones de las ecuaciones 3
y 4. En el caso del esguema trapezoidal (ecuacion 3),
los resultados se deterioraron conforme se disminuyo
At, de acuerdo con la prediccion tedrica. Para el caso
particular de At =180 s, se estimd el hidrograma mos-
trado en la ilustracion 8, que exhibe considerables
oscilaciones y errores de gran magnitud. En contraste,
cuando se aplico el esquema de diferencias centrales
(ecuacion 4), los resultados obtenidcs fueron muy sa-
tisfactorios para todos los valores probados del inteva-
lo de tiempo. En particular, para At =180 s se obtuvo el
hidrograma estimado que se musastra en la ilustracion
9, cuyos errores son, para propasitos practicos, des-
preciables. Esto demostrd que el esquema de diferen-
cias centrales (ecuacion 4) exhibe un comportamiento
muy superior al tradicionalmente empleado esquema
trapezoidal (ecuacion 3), y que el primero deberia sus-

llustracién 8. Transito inverso mediante el esquema trapezoidal
para Af =180 segundos.

200-} ‘,llj'l‘lllﬁilll]
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Hustracion 9. Transito inverso mediante el esquema de
diferencias centrales para At =180 segundos.

400
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-400 T T T
0 1 2 3 4 5 6

Tiempo (horas)

~—- Verdadera =~ e Estimada

tituir al segundo en la practica de estimar hidrogramas
de ingreso a vasos por medio de transitos inversos.

Al aplicar el esquema de diferencias centrales (ecua-
cion 4) a la estimacion del hidrograma correspondiente
a la avenida de 1967 que ocurrié en sitio de El Infierni-
llo, se obtuvo el hidrograma mostrado en la ilustracion
10. Como puede observarse, este hidrograma exhibe
oscilaciones mucho menores que el mostrado en la
ilustracion 1, estimado con el esquema trapezoidal
{ecuacion 3), y también considerablemente menores
que el mostrado en la ilustracion 2, que constituye la
version suavizada mediante promedios moviles del an-
terior. Pero el hecho mas relevante lo constituye que el
gasto pico del hidrograma estimado por diferencias
centrales (ilustracion 10) es de 20,830 m¥s, que es
21% inferior al correspondiente al hidrograma mostra-

llustracidn 10. Avenida mdxima histdrica en el sitio El Infiernillo
estimada mediante el esquema de diferencias centrales para
transito inverso.
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do en la ilustracion 2, de 25,207 m¥s, que es el valor
gue tradicionalmente se ha manejado como el maximo
registrado en El Infiernillo. Este resultado tiene implica-
ciones muy importantes en el disefio de presas, ya que
las oscilaciones espurias presentes en el esquema tra-
pezoidal podrian significar diferencias significativas en
la determinacion de gastos de disefio, ya que éstos se
estiman mediante extrapolacién a grandes periodos
de retorno.

Independencia funcional de los pardmetros
que caracterizan una avenida

Los pardmetros mas importantes de un hidrograma
son su gasto pico, Q,, su volumen, V, y su tiempo pico,
t, (véase ilustracion 11). La dispersion de los datos
que se muestra en las ilustraciones 3 a 5 sugiere la po-
sibilidad de tratar al gasto pico, al volumen y al tiempo
pico como una terna de variables aleatcrias para ca-
racterizar probabilistamente una avenida. No obstante,
no es posible concluir cientificamente |la validez de la
aseveracion anterior con tan sélo la observacion de un
registro de datos. Una condicién necesaria para que
los tres parametros principales de un hidrograma pue-
dan ser tratados cocmo variables aleatorias en un es-
pacio muestral tridimensional es que sean funcional-
mente independientes, a fin de que dicho espacio sea
denso en las posibles combinaciones de dichos para-
metros. En otras palabras, es necesario demostrar que
(salvo la naturaleza positiva definida de gastos pico,
volumenes y tiempos pico) es factible llenar el espacio
muestral con todos los posibles hidrogramas que pue-
den surgir de la respuesta de una cuenca a un estimu-
lo de precipitacion.

llustracién 11. Parametros caracteristicos de un hidrograma.
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llustracion 12. Relacion lfuvia-escurrimiento para una tormenta
elemental precipitandose en una cuenca grande.

Tormenta
elemental

L. = longitud efectiva )

------ Hidrograma

ﬂ de salida

t
0=0%0,t, V)

Q=0yf A d L)
V=V(,dAL
th=tyfid A L)

Para demostrar la independencia funcional de los
tres parametros que caracterizan un hidrograma, con-
sidérese la ocurrencia de una tormenta elemental en
una cuenca “"grande”, como se muestra en la ilustra-
cién 12. Por "grande” se quiere decir una cuenca que
no satisface la hipdtesis del hidrograma unitario (Pon-
ce, 1989), en el sentido de que la lluvia no cubre la to-
talidad de la superficie de la cuenca de manera unifor-
me. En la practica, casi todas las cuencas resultan, en
estricto sentido, “grandes”. La tormenta elemental po-
see un hietograma de intensidades de lluvia dado por
una barra elemental de magnitud /y duracién d. Ade-
mas, se precipita sobre una superficie A dentro de la
cuenca, que estd ubicada a una distancia efectiva L
de la salida de la propia cuenca. De este modo, la tor-
menta se caracteriza por el conjunto de valores {/, d, A,
). Si ahora se supone que el hidrograma a la salida de
la cuenca esta determinado por el conjunto de valores
(Q,, V, t,), se pueden escribir en principio las siguien-
tes expresiones, que representan la relacion lluvia-es-
currimiento para el caso en estudio:

Q, =Q,(,d,AL)
V =V(,0,AL)
t, =t (L0, AL)

()

Para precisar la relacién lluvia-escurrimiento expre-
sada por la ecuacion 5 puede emplearse un modelo de
adveccion-difusion, representando a la cuenca como un
“metacanal”, como ha sido propuesto por Snell y Sival-
pan (1995). Entonces, es posible plantear el siguiente
problema de valor inicial y de valores en la frontera:

2
00, ,00_p2a
ot ox ax2

Q(x.0)=0

Q0.0 = {ﬁA; tel0,d]
O t>d

€ (0,L) x (0, o)

(6)

Qleot)=0

donde Q = Q (x, t) representa el gasto en el metacanal,
U, 1a velocidad de transporte efectiva en el metaca-
nal; D, el coeficiente de difusion efectivo en el me-
tacanal; x, la coordenada espacial a lo largo del
metacanal; {, tiempo; v T, el coeficiente de escurrimien-
to efectivo para la tormenta elemental. El limite dere-
cho del dominio espacial x — = corresponde a un pun-
to hipotético ubicado aguas abajo de la cuenca, a una
distancia tan grande gue, en las escalas de tiempo de
interés, no existe posibilidad de que el hidrograma
de escurrimiento directo arribe ah.

Sea Q, (t) = Q(L,t) el gasto a la salida de la cuenca.
Es sencillo demostrar, a partir de ia solucion del pro-
blema de la ecuacion 6, que:

UL UL L+U(t-d)
flA)1-exp| == | exp| == | erff =29 |
exp(ZD] exp(ZDj{er[ 2at ] 1}
+exp[- %J{erf[é—_—w—tﬂ] + TH}; 0<t<d
2D 2D
e d) [uur]

exp[ ULJ 2Dt - 2\Dt

o) L-Uit-a) | [L Utj
er

+exp| —— | erfl ————=*
[ D) 2/D(t - d) 2Dt

donde erf () representa la funcion de error.

Dado que en un problema de fransito de avenidas
en cauces el maximo del gasto de salida ocurre en un
tiempo posterior a aquél en el que se cruzan los hidro-
gramas de entrada y de salida, es evidente que ¢, > d.
Por tanto, el tiempo pico y el gasto pico de Q. = Q, ()
pueden calcularse haciendo dQ.,/dt = 0 con la expre-
sién que proporciona la ecuacion 7 para t > d. Como
resultado se obtienen las siguientes relaciones:

2,2, 2
L+Utp

601,

———P — |=(t, —d) exp - (8)
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flA UL UL L+U(t, —0d) L+Ut,
=—exp| — ltexp| — | erf| ————=—|—erf

2 2D 20 2 /OC(Z‘p —d)

L-U(t,~-d L-Ut
+exp(—% erf LUt —9) —erff —=£& (9)
2D | 2yalt, —d) 2\at,

Finalmente, por continuidad, es obvio que &l volu-
men de escurrimiento directo del hidrograma Q, = Q, (i)
esta dado por:

V = fIAd (10)

l.as expresiones de las ecuaciones 8, 9y 10 repre-
sentan la expresion precisa de la relacion lluvia-escu-
rrimiento (ecuacién 5) para el modelo de metacanal
correspondiente a una tormenta elemental.

Si Q, V y t,fueran funcionalmente dependientes,
existiria una funcién F, tal que:

F(Q, V. 1,)=0 (11)

o

en alguna regién del espacio (Q,, V f,). De acuerdo
con la ecuacion 11, también deberfa cumplirse que:

9l 3Q, al v al A, A

a_F_:_a_/_:_a_C.)ﬂ_l_.a_F_a\i.i__a_F__a_Qj_zo

ad 3Q, ad dvad at, ad (12)
) ot

9F _9F 90y (0F 3V OF I

9A 3Q, dA 3V 9A 3t 0A

_aﬁz_a_/_:__a_a.ﬂ_f__af_g\i.{__a_/:_%_:o
aL aQ, aL v aL at, aL

Tomando ternas de ecuaciones del sistema anterior,
se pueden construir cuatro sistemas homogénecs en
0F9Q,, dF/aV'y dFjdt,, los cuales tienen soluciones dis-
tintas de la trivial si y sélo si los jacobianos de transfor-
macion del espacio de pardmetros que caracteriza la
tormenta elemental, al espacio que caracteriza el hi-
drograma de salida de la cuenca, satisfacen las rela-
ciones siguientes:

‘2,/octp

AQ, Vit,)
A, d, A)

AQ, Vitp)
A AL

AQ,Vit,)
AAL

=0

AQu VL)
aLLd)

0

Empleando de las ecuaciones 8 a la 10 es sencillo
demostrar que:

I, Vilp) _
A,d A
AQ, Vit,) 2flLt,(t, ~ d)
d(d,AL) (L% +6Dt,)(t, —d)+ L2,
2
1AL o _[L-U(fp—C”]
2\/71:D(tp -d)? 4D(tp - d)
o f2/2AUexp(UL/D)l‘p 1 (fp~d)[L2_U2fp(fp—d)J
el T
2D | (L% +Bat, )(t, —d)+ L7t
L+U(, -d) L+Ut,)
il ——L2 | —erff ——2° |1 20
2\Dt, —d) 2|Dt,
AQpVt) _ (14)
AALD
AQp Vi) 2fLt,(t, - d)A
oL, 1.d) (% +8Dt,)t, —d)+ 21,

fldAL [L ~Ult, -d >r

2Dt —d)° 4D(t, —d)

21.A%Uexp(UL | D)t
—Op}— xp(UL/D)t,

2D
L+ULt, —d LUt

Jerf il )—erf Ol 20

l 2,/D(t, - ) 2Dt
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El resultado presentado en la expresion de la ecua-
cion 14 implica que se violan las condiciones necesa-
rias y suficientes para la existencia de la funcion F
dada por la ecuacién 11y, por tanto, se concluye que
el gasto pico, @, el volumen, V, y el tiempo pico, ¢,
forman una terna de variabies funcionalmente inde-
pendientes. Es obvio que esta conclusion es también
aplicable a tormentas complejas, ya que en ese caso,
la precipitacion estaria caracterizada por un ndmero
de parametros mayor que cuatro, por o que con mayor
razon los elementos de laterna (Q,, V, t,) serfan funcio-
nalmente independientes. Ademés, Bradley y Potter
(1992) han demostrado que a mayor complejidad de la
relacion lluvia-escurrimiento, mayor es la dispersion en
la respuesta de una cuenca a un estimulo de precipi-
tacion. Por lo anterior, es muy plausible postular que
los parametros Q,, Vy t, son funcionalmente indepen-
dientes para cualquier tormenta y para relaciones llu-
via-escurrimiento mas realistas (y por tanto mas com-
plejas) que las empleadas en el andlisis anterior. Esto
hace posible que la terna (Q,, V t,) sea manejada
como base para la construccién de un espacio mues-
tral tridimensional, sobre la cual se elabore una des-
cripcion trivariada de hidrogramas de disefio.

Parametrizacion de hidrogramas de disefio

Con el objeto de simplificar la descripcién de hidrogra-
mas de disefio es conveniente considerar su parame-
trizacion a través de sus caracteristicas mas importan-
tes: gasto pico, @, volumen, V, y tiempo pico, t,.
Ademas del ampliamente conocido hidrograma trian-
gular, en la literatura existe una parametrizacion del
hidrograma propuesto por el Servicio de Conservacion
de Suelos de los Estados Unidos de Ameérica, que fue
desarrollada por Horn (1987). Esta se basa en el
empleo de una funcidn Pearson, como sigue (Ponce,
1989):

tp Mltg—tp)
Qy =Folt:Qputy 1) =Q ti elo0Mtg =) (45

p
s}

para te [0,0) y Q, = 0 para otros tiempos. En la ecua-
cion 15, @, = Q4 (t) representa el hidrograma de dise-
fio y t, el tiempo al centroide del hidrograma. Una
representacion adimensional de la parametrizacion
Pearson se muestra en la ilustracion 13 (para f,/t, = 3).
Evidentemente, el tiempo base, t,, tiende a infinito para
el hidrograma Pearson dado por la ecuacion 15. La
ecuacion 15 se puede integrar, obteniéndose la si-
guiente expresion para el volumen:

V= [Folt:Qp.tp1g)0t =Qpe' o7 x

(16)

Cuando Q@Q,, t,y Vson conocidos, la expresién 52 re-
presenta una ecuacién trascendental para t,, la cual
puede ser resuelta numéricamente. Desafortunada-
mente, este proceso de solucion es muy laborioso, en
vista de la complejidad de la relacion funcional repre-
sentada por la ecuacion 16. Por esta razdén y con el
objeto de contar con un mayor ndmero de parametriza-
ciones para representar hidrogramas naturales, Alda-
ma y Ramirez (1998a) propusieron empiear interpolan-
tes hermitianos, segun se describe a continuacion.

Como ya se ha mencionado, los parametros mas
importantes para la caracterizacion de un hidrograma
de disefio son el gasto pico, Q,, el tiempo pico, £, y el
volumen de escurrimiento directo, V. Dado que un hi-
drograma representa la relacion funcional entre gasto
y tiempo, es mas sencillo desarrollar una parametriza-
cién en términos de Q,, t, y el tiempo base, t,. Esto
resalta la importancia de que exista una relacion sen-
cilla entre Q,, t,y V. La parametrizacion de hidrogra-
mas de escurrimiento directo puede plantearse en
términos de interpolaciones basadas en el uso de poli-
nomios de Hermite de grado impar, como sigue:

Qy =Qopui(tip)y n=01 2. (17)

llustracion 13. Hidrograma parametrizado mediante una funcién
Pearson, para t /1, = 3.
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En donde p representa la triada de parametros p =
(Q, t, t,). Dichos polinomios tienen la propiedad de
preservar la continuidad de la funcion y de sus n pri-
meras derivadas. Los hidrogramas asi construidos han
sido denominados hidrogramas triparamétricos hermi-
tianos por Aldama y Ramirez (1998a). A continuacion
se muestran, como ejemplo, los hidrogramas tripara-
métricos hermitianos de 6rdenes 1, 3y 5:

QDZ‘L; telot,]
o]
Q1(t;Qp,tp,tb): op[w—:_tf ];te[tp,tb]' (18)
b~ p
t

(6@ tots) =10

o

-t ;
1-3 —E | +2
Tb—l‘p

0 1ol

ty =1,

o

I 3 4 5
10| ~18] = | +6] = | | tefos]
tp to to
— it )
1—10( _"] +15{

t

b—tp
:_z‘p,tb] 0 te (-0 ulty)

t—t
_ p
p’tp’tb

k]

ty— 1,

fe

L

Conforme a la ecuacion 18, el hidrograma triangular
es un miembro de la familia de hidrogramas triparameé-
tricos hermitianos. Las ilustraciones 14 a 16 muestran
una representacion adimensional de los hidrogramas
expresados por las ecuaciones 18 a 20 para t,/t, = 3.

Aldama y Ramirez han demostrado que el volumen
de los miembros de la familia de hidrogramas tripara-
métricos hermitianos esta dado por:

ingenieria hidraulica en méxico/septiembre-diciembre de 2000

iy
Q
V2n+1 = J.02n+1(tf Op:V:tp )dlL = (21)

0

n=12...

Segun puede observarse en la ecuacion 21, todos
los hidrogramas tiriparamétricos hermitianos que po-
sean el mismo gasto pico y el mismo tiempo base
poseeran el mismo volumen, gue, incidentalmente, es
el volumen del hidrograma triangular.

Como consecuencia de que existe una relacion sen-
cilla entre gasto pico, tiempo base y volumen, el tiem-
po base puede ser sustituido por el volumen en la
triada de parametros que caracteriza un hidrograma tri-
parametrico hermitiano. En efecto, de la ecuacion 21:

t, =2 (22)
p
De modo que Q,,., puede expresarse como:
Qopir = é2n+1(tr' Op,fp,V) (23)

en donde @2n+1(t,'QP,Mtp)s anﬂ(t;Op,tp,ZV/Qp).

Asi, por ejemplo, el hidrograma triangular en térmi-
nos de la triada (Q,, V, t,), toma la forma:

Q, t—t—; te[O, z‘p] (24)

-t
) P

_m]; telto2v /)

0 te(-=0)u(2v/Q,.)

Q

dp| 1

(60 Vit )=

. llustracién 14. Hidrograma triparamétrico hermitiano de orden

uno para f,/t,= 3.
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llustracién 15, Hidrograma triparamétrico hermitiano de orden
tres para t,/t, = 3.
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llustracion 16. Hidrograma triparamétrico hermitiano de orden
cinco para t,/f,=3.
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Aldama y Ramirez {1998a) han mostrado que los
miembros de la familia de hidrogramas triparamétricos
hermitianos pueden ser empleados facilmente para la
parametrizacion de hidrogramas registrados en esta-
ciones hidrométricas v, por tanto, para la parametriza-
cién de hidrogramas de disefio.

Sensibilidad de la respuesta de vasos a variaciones
en los pararmetros que caracterizan hidrogramas
de ingreso

La parametrizacion de hidrogramas permite estudiar la
sensibilidad de la respuesta de vasos a variaciones en
los paréametros que caracterizan una avenida, con el
objeto de determinar cuales son los mas importantes.

Esto es conveniente, ya que en caso de que alguno de -

estos pardmetros no sea relevante, puede simplificar-
se la caracterizacion probabilista de hidrogramas de

disefo. La respuesta del vaso ante el ingreso de una
avenida se puede representar a través de la elevacion
maxima que el agua alcanza en el mismo o del alma-
cenamiento maximo correspondiente.

Considérese de nuevo la ecuacion de transito de
avenidas en vasos (ecuacion 1). Esta ecuacion se com-
plementa con la relacion elevaciones-capacidades, que
puede ser escrita como (véanse ilustraciones 17 y 18):

o

5-8, _[ H-H,
Sm"Sc Hm_Hc

(25)

donde Hy S respectivamente son la elevacion de la
superficie libre del agua y el almacenamiento corres-
pondiente; H,.y S, la elevacion de la cresta vertedora
y el almacenamiento correspondiente; H,, es una cota

llustracién 17. Parametros para el disefio hidrolégico
de una presa.

llustracién 18. Curva elevaciones-capacidades.

HA

S: Sma’x Sm S
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superior de la elevacidon maxima gue se alcanza en el
vaso al transitar una avenida, H,.; S, Una cota supe-
rior del almacenamiento maximo que se alcanza en el
vaso al transitar una avenida, S, Y @ > 1, un expo-
nente determinado por regresion. S, puede estimarse
afadiendo el volumen de la avenida a S,. Una vez co-
nocido S,, H,, se determina a partir de la informacién
topografica del vaso, como la elevacion correspon-
diente a S, La ecuacion 25 también puede ser escri-
ta como:

g
H-H, _[ S-s, (26)
Hm—Hc Sm'—Sc

donde B = 1/ < 1.

Considérese ahora el caso de vasos cuya ley de
descarga estd caracterizada por la ecuacion de gasto
de vertedores libres. Dicha ley incluye no solamente a
vertedores sin control, sino también a aquéllos dota-
dos de compuertas, cuya politica de operacién sea de
apertura total sibita, esto es, aquélla en la que se pro-
cede a abrir completamente las compuertas una vez
gue se supera el umbral de un nivel de conservacion
en el vaso. Esta es una condicién frecuente cuando se
considera el transito de la avenida de disefio por el
vaso. La ley de descarga de vertedor libre esta dada
por:

0 =pL\2g(H-H,)? (27)

donde W es un coeficiente de descarga adimensional;
g, la aceleracion de la gravedad; y L, la longitud de la
cresta vertedora.

Por ofra parte, para incluir los casos en que existan
compuertas en el vertedor de demasias, operadas me-
diante la politica antes descrita, supéngase que la
condicion inicial de la elevacién del agua en el vaso
corresponda a un nivel de conservacion, H, y que
el almacenamiento respectivo sea S,. Evidentemente,
S, = 5, para vertedores sin control y 5, > S, para verte-
dores con compuertas cuya politica de operacion sea
de apertura total subita. De este modo, la condicién
inicial a la que esta sujeta la ecuacion 1 esta dada por:

50)=3, (28)

Resuilta ahora conveniente definir las siguientes es-
calas caracteristicas del problema de transito de ave-
nidas por vasos representadoes por las ecuaciones 1y
de la 26 a la 28:

Escala de almacenamientos: S, =S, - S, (29)
Escala de elevaciones: H, =H,_, —H, (30)
Escala de gastos: Q. =ul+2g(H,, —H,)*"? (31)

Escala de tiempos: t, = Se _ Sin =5 (32)
Qo ply2g(Hy, —H,)*'?
Con base en dichas escalas es posible ahora definir
las siguientes variables adimensionales:

=35 (33)
Se
h= H=He (34)
Heg
=L (35)
e
0= o (36)
Qe
1=L (37)
te

Empleando de las ecuaciones 33 a la 37 en la ecua-
cién 1 se obtiene:

% _i o (38)
at

Combinando ahora las ecuaciones 26, 27, 31 y 38
resulta en:

9 | 5™ i) (39)

at

donde e=§[3—1. Es comun en la préactica que e <<1

(Aldama y Ramirez, 1998b).

La expresion de la ecuacion 39 representa la ecua-
cién diferencial no lineal de transito en avenidas en va-
sos con descarga libre. Conforme a la ecuacién 28,
estd sujeta a la condicién inicial:

s(0)=§, = 20=% (40)
SC
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Aldama y Ramirez (1998b) han desarrollado una so-
lucion perturbatoria al problema representado por las
gcuaciones 39 y 40, como se muestra a continuacion.
Empleando una expansién en serie de Taylor del tér-
mino no lineal en la ecuacién 39, se llega al siguiente
resultado: ’

2
§+s+eslns+5~sln2s:/(r)+O(eB) (41)

adt

La ecuacién 41 puede resolverse empleando una ex-
pansion perturbatoria del tipo siguiente (Nayfeh, 1981):

5(t) = 5,(1)+ £84(T) + €25, (1) + O(e?) (42)

sustituyendo la ecuacion 42 en la ecuacion 41 y em-
pleando la ecuacion 40, se obtienen las siguientes
soluciones para las funciones involucradas en las
aproximaciones de orden cero, uno y dos a la solucion
del problema (ecuaciones 39 y 40):

T
so(t)=| 85+ j it )i’ e~
0

Y=~ e%s4(t { 'c+1n[e So(t” )}}dr’ o

e {——so )N s,(T7)+ 54(T )[1+Inso(r')]}dt'

La solucién dada por las expresiones de las ecua-
ciones 42 y 43 es valida para cualquier hidrograma
adimensional de ingreso al vaso, i=i (1).

- Como ilustracion, considérese el caso en el gue &l

hidrograma de ingreso al vaso esté dado por &l hidro-
grama triangular (triparamétrico hermitiano de primer
orden) definido por la ecuacion 24, I(t) = Q,(tQ,, V. t,).
En términos de las variables adimensionales antes
definidas, dicho hidrograma toma la forma:

y=—-6"

i
]

f%; ’EE[O,’Y]
/(T)=d1(r;§.0.v)= E[g—_—gj [%20/ é] (44)
o te(—m,O)u(Zc/&,m)

donde &, o y y respectivamente son el gasto pico adi-
mensional, el volumen adimensional y el tiempo pico
adimensional, dados por:

Q
E=—FL
Qe
0=-V— (45)
Se
t
y=-=
fs

Entonces, al sustituir la ecuacion 44 en las ecuacio-
nes 42 y 43 se llega a:

E(T—FG_T -N+0), = e[O,y]
Y

(y-1) O _Elr—1
s(t) = ° 80(Y)+2<5~§Y[§ < >] (46)

~e 25 - ey~ 1) + Ofe)ir e (v, 20 /€]
sp(26 /£S5 L OE); 1e (26/ g, oo)

donde:
sol1)=2(y+67 1)
Y
sp(20/E)=6772"8g(y)+ - _E‘i = [2§ ~E(20/E - ‘I)]

_e(v—Zo/é)P& _E(y - 1)] : (47)

El maximo valor del almacenamiento adimensional
se obtiene haciendo ds/dr = 0, de donde se obtiene
que el tiempo en el gue éste se presenta es:

20(1—-e ) +Eye™
&y

T = Tmax Y+/ﬂ[ }‘f‘o(e) (48)

por lo que el almacenamiento maximo es:

Sméx(r;- G, Y) = S(Tméx) =

5{1 - In{20(1 —-e )+ &ye™T ]} +0(g) (49)

20—&y

La sensibilidad de la respuesta del vaso a variacio-
nes en los parametros que caracterizan el hidrograma
de ingreso se puede determinar en términos de las
derivadas de s, con respecto a §, o y v, esto es,
05mix/0E, 05,4/90 ¥ 05,4,/0y. EN un rango muy amplio de
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variacion de los parametros &, o y v, es posible demos-
trar que, en general:

asméx =0 aSmax
o€ oG

aSméx << aSrnétx (50)
dy 3

aSma‘lx << asméx
ay o

La expresion de la ecuacién 50 indica que la res-
puesta del vaso es comparablemente sensible a varia-
ciones en el gasto pico y el volumen. En contraste, la
propia respuesta del vaso es mucho menos sensible a
variaciones en el tiempo pico. La misma conclusion se
obtiene al considerar el caso de una avenida de ingre-
s0 al vaso dada por el hidrograma triparamétrico her-
mitiano de tercer orden.

La conclusion anterior permite simplificar la parame-
trizacion de hidrogramas de disefio a fin de darles una
acepcion probabilista. En efecto, basta con considerar
al gasto pico y al volumen como los parédmetros que
caracterizan un hidrograma de disefio. El tiempo pico
se puede determinar mediante la siguiente relacion, de
uso frecuente en la construccién de hidrogramas sin-
téticos (Mockus, 1957):

ty=—t, =— 51
p 8b 4Qp ( )

Evidentemente, la expresion anterior solo es vélida
para hidrogramas triparaméticos hermitianos, que que-
darian parametrizados en la forma:

- ~ 3v
02n+1 (t, Op ,V) = 02n+1 t O V (52)
4Q,

En el caso del hidrograma Pearson, la expresion de
la ecuacion 51 no es aplicable, dado que f, — . Se
puede emplear entonces directamente la expresion
t, = 3V/(4Q,). Por tal motivo, el hidrograma Pearson
guedaria parametrizado como:

- 3V
Fp(t,-op,wsF{z;ap,zé—,rg(op,v)} (53)

p

donde la funcion t, = t, (Q,, V) esta dada por la solu-
cion de la ecuacion 16 para ¢, previo empleo de la ex-
presion f, = 3V/(4Q,).

Hidrogramas de disefio con acepcion probabilista

Los resultados presentados anteriormente permiten el
desarrollo de una metodologia para asociar un periodo
de retorno (o0, equivalentemente, un nivel de riesgo)
con todo el hidrograma de disefio de una presa. La pa-
rametrizacion de hidrogramas de disefio reduce el pro-
blema anterior a emplear una distribucion multivariada
de los parametros que caracterizan el hidrograma. .Por
fortuna, el hecho de que el tiempo pico no sea relevan-
te en términos de la respuesta de vasos a la incidencia
de avenidas permite simplificar la descripcion multiva-
riada de hidrogramas de disefio. En efecto, es sufi-
ciente considerar la distribucion bivariada de gasto
pico y volumen. El desarrollo tedrico que a continua-
cion se presenta ha sido propuesto por Aldama y Ra-
mirez {1999a y 1999b).

Dendtese con Q, = Q, (£Q,, V) al hidrograma de di-
sefio. La forma especifica de la relacion funcional
especificada en la expresion anterior estaria dada por
las ecuaciones 52 0 53. Entonces, la forma de la aveni-
da de disefio queda completamente determinada al
conocerse el gasto pico y el volumen.

En vista de que es de interés considerar el compor-
tamiento de avenidas maximas anuales, la descripcion
probabilista de un hidrograma de disefio puede plan-
tearse a través del conocimiento de la distribucién de
probabilidad de extremos bivariada del gasto pico y
del volumen de la avenida, F,, (Q,, V), esto es:

F(Qp.V)=Plg<Q, nv<V) (54)

donde gy v son variables aleatorias mudas que res- -
pectivamente representan posibles valores del gasto
pico y del volumen.

Las distribuciones marginales de gasto pico, F,(Q,).
y de volumen, F (V), estan dadas por las siguientes
expresiones: '

Fo(@p)

IlI

j (55)

F,(/)=P j Q.Y (56)

Es posible ahora definir el penodo de retorno del hi-
drograma de disefio (esto es, de la avenida de disefio
completa) como el reciproco de la probabilidad de
excedencia conjunta del gasto pico y del volumen,
esto es:

1

To. v= 57
%Y Plg>Q,nv>V) 57
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De la ilustracion 19 es evidente que:

Pl@>Q,nv>V)=1-P(@<Q)
(58)
-PvsV)+P(@<Q,nv<V)

Sustituyendo la ecuacion 58 en la ecuacion 57 y
empleando las ecuaciones de la 54 a la 56, se obtiene
la siguiente relacién, que expresa el periodo de retorno
en términos de la distribucion de probabilidad conjun-
ta de gasto pico y volumen y de sus marginales:

B 1
CA=Fy(Qp)—Fy V) + Fpy (Q, V)

Tq (59)

oY

El conocimiento de la distribucion de probabilidad
conjunta F,(Q,,V) no sélo permite calcular el periodo
de retorno conjunto, sino también los pericdos de re-
torno individuales del gasto pico y el volumen, ya que:

1 1

To, = = 60
% P@>0,) 1-F@Q) 0
T, = 1 (&)

PPv>V) - 1-F,(V)

donde se ha empleado la definicion de probabilidad,
asi como las ecuaciones 55 y 56.

En este punto es conveniente resaltar el hecho de
gue el andlisis de frecuencias de gastos maximos
anuales tradicional se basa en el uso de una expresion
del tipo de la ecuacion 60. En efecto, en ese caso se
ajusta una distribucién univariada de probabilidad de
extremos, F,(Q,), a la muestra de gastos maximos
anuales, lo cual permite determinar, a fravés de la
ecuacion 60, el gasto pico de disefio, Q,, correspon-
diente a un periodo de retorno, Top, dado. Una vez he-
cho lo anterior, se procede a "mayorar” la avenida
maxima historica, multiplicando el hidrograma corres-
pondiente por el cociente Q/(Q s donde (Q,)ps re-
presenta el gasto maximo registrado. Como se habfa
sefialado anteriormente, este procedimiento es com-
pletamente arbitrario, ya que si bien permite ascciar un
periodo de retorno con el gasto pico de disefio, no es
posible asociar un periodo de retorno con el hidrogra-
ma de disefio determinado por “mayoracion”.

La construccion de la funcion de distribucion con-
junta F,(Q,,V) debe basarse en la teoria de distribu-
ciones multivariadas de valores extremos. Para tal
efecto es conveniente definir los siguientes valores
adimensionales de gasto pico y volumen:

llustracion 19. Representacion gréafica de las probabilidades

de excedencia y no excedencia. El area achurada verticalmente
representa P(q < Q). El area achurada horizontalmente
representa P(v < V). El area achurada tanto vertical como
horizontalmente representa P(g < Q, n v < V). El drea sin
achurar representa P(g > Q. nv > V).

4
} a
AR N
v : > q
o
- Q,—u
Qp:__g__.g_ (62)
€q
=Yl (63)
eV

donde u, y &, respectivamente representan parame-
tros de ubicacion y escalamiento del gasto pico; y u,y
e,, parametros de ubicacion y escalamiento del volu-
men. Como se explicara mas adelante, dichos para-
metros pueden ser estimados ajustando los datos de
la muestra de gastos y volimenes maximos anuales a
una distribucion de probabilidad conjunta selecciona-
da apropiadamente. Asi, sea F,(Q,V) la distribucion
bivariada de gastos pico y voliumenes adimensionales,
cuyas distribuciones marginales seran denotadas por
F@)y F).

Una distribuciéon multivariada de extremos debe sa-
tisfacer las cotas de Fréchet y las condiciones estable-
cidas por el postulado de estabilidad (Galambos,
1978). Gumbel (1960) propuso el modelo logistico que
satlisface dichas cotas y condiciones. Empleando el
modelo logistico, la distribucién bivariada de extremos
para gasto pico y volumen adquiere la siguiente forma:
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Fo(Qp V) =exp —[[m £ (G, )]m +[|nF"V(\7)]m me (64)

donde m e [1,%0) representa un parametro de asocia-
cién; m = 1 es el valor_correspondiente a la indepen-
dencia estadistica de Q % V, mientras que m — s, el
valor correspondiente a su completa dependenma
Con el objeto de satisfacer el postulado de estabilidad
(Frechet 1927), las distribuciones marginales F, (Q )y

F.(7) deben ser una de las tres distribuciones presen-
tadas en Gumbel (1958): tipo | o Gumbel, tipo Il o
Fréchet y tipo lll o Weibull. La distribucion Gumbel es
la mas apropiada para representar la distribucion de
maximos. No obstante, se puede demaostrar que cuan-
do FQ,) y F(V) se construyen como distribuciones
Gumbel mixtas, el postulado de estabilidad también se
satisface. Las distribuciones mixtas son Utiles para
describir el comportamiento de datos que pertenecen
a dos poblaciones. En el caso de avenidas, eso puede
ocurrir cuando las crecientes son producidas por
eventos hidrometeorolégicos de distinta naturaleza,
como es el caso de tormentas convectivas y cicldnicas.

El parametro de asociacion, m, que aparece en la
ecuacion 64 puede calcularse en términos del coefi-
ciente de correlacion lineal, p, entre los valores de Q,
y V, como sigue (Gumbel y Mustalfi, 1967):

me (65)

Ahora bien, en vista de la forma de la ecuacion 59,
es evidente que existe una infinidad de pares de valo-
res (Q,.V) que poseen un periodo de retorno conjunto,
TO .» dado (que en el caso de presas medianas y gran-
des suele especificarse como de diez mil afios). Enton-
ces, con el objeto de determinar la avenida de disefio
es necesario encontrar cual de esos pares produce los
efectos mas desfavorables sobre la presa a disefiar o
revisar. Sea H,,, = H..(Q,, V) la méaxima elevacion que
alcanza el agua en un vaso al transitar una avenida
parametrizada en términos del par (Q,,V). Entonces,
los valores de disefio (Q,,V,) se pueden determinar
como la solucién del siguiente problema de optimiza-
cion no lineal:

max Hméx =Hméx(0p’v) (66)
(@ V)
sujeto a:
— ! =T, (67)
Qv = T
P =R Q) =R )+ R, (@)

donde T,es el valor seleccionado del periodo de retor-
no para fines de disefio. Es muy importante hacer no-
tar que la refacion funcional H,,, = H..(Q, V) se deter-
mina a través de transito de avenidas por el vaso, por
lo que las caracteristicas propias de la presa, asf como
su politica de operacion, estan directamente involu-
cradas en la determinacion de la avenida de disefio.

A continuacion se presenta un ejemplo que ilustra la
aplicacion de la metodologia presentada para estimar
avenidas de disefio. Como se mencion¢ anteriormen-
te, la presa El Infiernillo se disefi¢ originalmente em-
pleando un hidrograma con gasto pico igual a 38,777
mé/s, determinado a partir de la envolventie de Creager.
Se han efectuado diversos estudios para revisar la
avenida de disefio de E! Infiernilio (Marengo, 1994), a
partir de los cuales la elevacién de la cortina se incre-
mentd a 184 msnm y la politica de operacion de las
compuertas de la obra de demasias fue modificada. Al
llevar a cabo una revision de la avenida de disefio con
los datos disponibles para la presa El Infiernillo, emple-
ando la metodologia tradicional de analisis de frecuen-
cias de gastos maximos anuales, Aldama y Ramirez
(1999b) determinaron un gasio pico de disefio de
60,000 m?/s correspondiente a diez mil afios de perio-
do de retorno. El hidrograma de disefio se determiné
empleando el método de mayoracion. El volumen de
dicho hidrograma resultd ser de 12,400 Mm@, Al transi-
tarlo por el vaso de El Infiernillo resulté una elevacion
maxima del agua de 183 m, lo cual deja un bordo libre
de un metro, por lo que, desde el punto de vista de la
metodologia tradicional, la presa parece segura.

La presa El Infiernillo se localiza en una regién don-
de ocurren tanto tormentas convectivas como cicloni-
cas. Por tanto, es conveniente emplear distribuciones
marginales Gumbel mixtas de la forma siguiente para
el gasto pico y el volumen:

Q.-
Fq (Qp) = pyexp —SXD(— _p_L_jq_1J
1

8,
? (68)
+(1~ pglexp —exp{—%;u—qz—
g2
F,\)= pvexp{—exp(— Yiﬂ”
ev1
) ) (69)

+1-p, )exp{—exp{— K_—“@H
ev2
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donde p, representa la probabilidad de que Q, perte-
nezca a la poblacién producida por tormentas convec-
tivas; p, la probabilidad de que V pertenezca a la
poblacién producida por tormentas convectivas; U,
Ug Uy, Y U, parametros de ubicacion; y e,, €,, €, Y
€., parametros de escala.

El parametro de asociacién, m, se determind em-
pleando la ecuacion 65 con los datos disponibles para
El Infiernillo, obteniéndose m = 1.5605. Los parametros
Pa P Ugty Ugey Upy, Ui, €41, €gay 1 Y €, TUETON determi-
nados aplicando el método de maxima verosimilitud
(Kite, 1988) al modelo logistico dado por fa ecuacion
64 con marginales dadas por ias ecuaciones 68 y 69.
Los resultados obtenidos fueron p, = 0.8189, p, =
0.8124, u,, = 3,385 mfs, u, = 11,203 m¥s, u,, = 1,744
Mm?, u, = 4,031 Mm?®, e, = 1,103 m¥s, e, = 6,551
m¥/s, e,, = 998 Mm?y e, = 1,336 Mm®,

Los hidrogramas de las avenidas maximas registra-
das en el sitio El Infiernillo se compararon con las pa-
rametrizaciones antes presentadas, verificAndose que
el hidrograma triparamétrico hermitiano de iercer or-
den es el que mejor se ajusta a los datos. Una vez de-
finida la forma del hidrograma y la distribucion de pro-
babilidad conjunta por medio de las ecuaciones 64, 68
y 69, v los valores de los parametros antes citados, se
procedié a resolver el problema de optimizacion
(ecuaciones 66 y 67) en forma numérica, empleando
T4 = 10,000 afios. Como resultado se obtuvo un gasto
pico de disefio de 54,000 m¥s y un volumen de disefio
de 13,960 Mm®. Es interesante notar que también se
calcularon los periodos de retorno individuales de gas-
to pico y volumen, obteniéndose Top =3,262afiosy T,
= 5056 afios, lo cual muestra que el vaso de la presa
El Infiernillo es méas sensible al volumen que al gasto
pico. Los valores referidos de gasto pico y volumen, y
la forma de la avenida dada por el hidrograma tripara-
métrico hermitiano de tercer orden, mediante las ecua-
ciones 19, 22 y 51, definieron el hidrograma de disefio.
El transito de dicho hidrograma por el vaso de la presa
El Infiernillo produjo una elevacion maxima del agua de
186.73 m, que sobrepasa la elevacion de la corona por
2.73 m. De acuerdo con este resultado, la presa resul-
ta insegura para la avenida de diez mil afios de perio-
do de retorno que provoca los efectos mas desfavora-
bles en el vaso.

Transito hidrolégico de avenidas en cauces
Estimacion de parametros del método de Muskingum
Sin duda alguna, el método de Muskingum es el pro-

cedimiento mas popular para llevar a cabo transitos de
avenidas aproximados o “hidrolégicos” en cauces.

Este método se fundamenta en el uso de la ecuacion
de continuidad para un tramo de cauce, escrita en la
forma de la ecuacién 1, donde ahora S representa el
almacenamiento en el tramo; /, el gasto de ingreso al
tramo; y O, el gasto de egreso del tramo. Dicha ecua-
cién se complementa con una relacion lineal entre al-
macenamiento y gastos de ingreso y egreso, de la for-
ma siguiente:

S:K[X/+(1—X)o] (70)

donde K es una constante de almacenamiento con di-
mensiones de tiempo y X, un factor de peso. Al combi-
nar la ecuacion 70 con la discretizacion de la ecuacion
de continuidad (ecuacion 1) por medio de la regla tra-
pezoidal (véase la ecuacion 3), se obtiene la siguiente
ecuacién (discreta) de transito de Muskingum:

Oj+1=CO/j+1+C1/j+CZO/- (71)

donde /, es una aproximacion discreta a /(JAf) y O, es
una aproximacion discreta a O(jAf), siendo At un inter-
valo de tiempo. En la ecuacion 71 =0, 1, 2,... y los
coeficientes C,, C,y C, se denominan coeficientes de
transito y estan dados por las siguientes expresiones:

Co= _—2RX+ AL (72)

2K(1=X)+ At

2KX + At

= ATAL (73)

: 2K(1-X)+ At
02:2K(1—X)—At (74)

2K(1- X))+ At

Evidentemente, por continuidad:

Co+Cy+Cy =1 (75)

Tradicionalmente se emplea un método grafico para
estimar los parametros Ky X (Ponce, 1989), basado en
datos de una avenida para la gue se conozcan l0s
gastos de ingreso y egreso de un tramo de cauce. No
obstante, esta técnica resulta muy laboriosa. Existen
diversos métodos basados en el enfogue de minimos
cuadrados para estimar los parametros del método de
Muskingum. Aldama (1990) realizé un analisis compa-
rativo de estos procedimientos. A continuacion se pre-
sentan sus principales conclusiones:

Gill (1977) y Aldama (1980) propusieron llevar a
cabo un ajuste por minimos cuadrados de los para-
metros Ky X La estrategia propuesta por los citados
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autores se basa en el empleo de la ecuacion 70. Gill
(1977) hizo notar que normalmente los valores de los
almacenamientos (absolutos) en el tramo de rio bajo
estudio no estan disponibles en la practica. Por tanto,
ese autor propuso escribir:

S=8,~0o (76)

donde S, representa el almacenamiento relativo y —¢
se puede interpretar como el almacenamiento inicial.
Entonces, con base en la ecuaciéon 786, es posible mo-
dificar la version discreta de la ecuacion 70, escribién-
dola de la siguiente manera:

donde el circunflejo representa “estimado” y:

o =KX
(78)

B=K(1-X)

La minimizacién de la suma de los errores cuadrati-
cos entre los almacenamientos relativos observados
(obtenidos de la version discreta de la ecuacion de
continuidad) y los estimados proporcionados por la
gcuacion 76 resulta en las siguientes expresiones para

oy B

o=D" Z/,o,Zo z/,Zo2
J=1 =t j=1
2

N N ) N
Y s +|NY 0P - Y0 DS,
j=1 j=1

/=1 =1 (79)

P

N N N

+ D10, =NY 0 ﬁ:o S,
j=t

== j=1

donde N representa el nimero total de datos de gas-
tos de ingreso (o egreso) v:

Una vez que a vy B han sido calculadas, Ky X pue-
den obtenerse a partir de las siguientes expresiones:

K=o+
(82)

o O

o+f

Heggen (1984) obtuvo la siguiente expresion para el
gasto de egreso estimado, eliminando a C, mediante
la ecuacion 75 y empleando recursivamente la ecua-
cion 71:

/+1 - //+1 + 2 —k / k+1) (83)

donde C, = C, + C,. Minimizando la suma de los cua-
drados de los errores de estimacion del gasto de egre-
so resulta en:

N J-1 N [ -1 j-1

D Fia D CEGi | D

j=1 k=0 j=1\ k=0 k=0

N j-1 N 84
AN S ks G | Y S chGy | |=0 8D
k=0 f

=1

donde F;=1,- O,y Gy =/, — | ... La ecuacion 84 pue-
de ser resuelta iterativamente y, una vez conccida C,,
C, puede ser calculada mediante la ecuacién 85. Ky
X pueden ser calculadas en términos de C, y C, como
sigue:

ingenieria hidraulica en méxico/septiembre-diciembre de 2000 23



Aldama, A.A., Hidrologia de avenidas. Conferencia Enzo Levi 1998

CsAt

K = (86)
(1-Cy)

x=1-1+C (87)
2C,

Finalmente, el método modificado de O'Donnell
(véanse O'Donnell, 1985 y Aldama, 1990) consiste en
eliminar C, de la ecuacién de transito (ecuacion 71)
mediante el empleo de la restriccion de continuidad
(ecuacion 75), por lo que el gasto de egreso estimado
se puede expresar Como:

éj+1 =1+ Gyl —114)+ Co(O0) = 11.4) (88)

En este caso, la minimizaciéon de la suma de los cua-
drados de los errores de estimacion del gasto de egre-
SO resulta en:

30 | 2~ O

= j=1
N
/+1)( j+1 —lj+1)

_ 2 /j—/,-+1)(oj 1+1) i(
(89)

—_—

j=t =t

j+1 1T /j+1
) Opr =l
/+1)( j+ '“/j+1)

(90)
donde
N N
(Sl [ S0
= = (91)
2
N
2( j+1)( / /+1)
j=
Ky X pueden determinarse como:
K=C1tCe 5 (92)
1-Cy

X=i-—1tCe (93)

2(Ci+Cy)

Aldama (1990) ha demostrado que los enfogues de
minimos cuadrados propuestos por Gill (1977), Heg-
gen (1984) y O'Donnell (1985) son éptimos no sola-
mente con respecto a los parametros involucrados di-
rectamente en cada unc de ellos (o y B en el método
de Gill, C,y C,en el de Heggeny C,y C, en el de
O'Dennell), sino también con respecto a Ky X Adicio-
nalmente, Aldama (1990) realizé pruebas numéricas
gue demuestran la superioridad del enfoque de Gill so-
bre los otros dos métodos de estimacion descritos. En
particular, los valores de Ky X determinados con el
método de Gill permiten realizar mejores prondsticos
de transitos de avenidas diferentes a [a empleada para
estimar los parametros del método de Muskingum.

Estabilidad y factibilidad fisica del método
de Muskingum

Aldama y Aguilar (1998a) han determinado las condi-
ciones de estabilidad y de factibilidad fisica del méto-
do de Muskingum. Sus principales resultados se des-
criben a continuacion.

Considerense las igualdades siguientes:

1= Q/iﬂ’ O Qk+1' j+1T Q/H y K= Ax/c (94)

Sustituyendo la ecuacion 94 en la ecuacion de tran-
sfto de Muskingum (ecuacién 71), tomando en cuenta
las ecuaciones 72, 73 y 74, se obtiene la siguiente
ecuacion:

] . " )
OH Oli +(1=X) Q/ﬁL *Oliﬂ
At At (95)
+—<-(af}-af"+0/,1-0} =0

Se puede demostrar que la ecuacion 95 representa
una aproximacion en diferencias finitas con error de
truncado de O(Ax, Af) de la forma lineal de la ecuacion
de la onda cinemaética (Aldama y Aguilar, 1998a):

99,529 ¢ (96)

ot 0X

donde Q = Q (x, 1) representa el gasto que escurre a
través de la seccién transversal de un cauce, en la po-
sicién x y en el tiempo t, y ¢ = const., la celeridad de
la onda. Como es bien sabido, la ecuacién 96 resulta
de considerar la combinacién de la ecuacion unidi-
mensional de continuidad para flujo a superficie libre
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con una relacion biunivoca elevacién-gasto, v la ulteri-
or linealizacion del resultado (Singh, 1996). En vista de
lo anterior, en la ecuacion 95, Q/, representa una apro-
ximacién discreta a Q(kAx, jAf), Ax y At respectiva-
mente son un intervalo espacial y un intervalo tempo-
ral, y ky json nameros enteros no negativos.

La ecuacion 95 es equivalente a la ecuacion 71,
siempre y cuando se satisfaga la ecuacion 94 y se su-
ponga gue la ecuacion 95 se aplica en un solo framo,
en toda la duracidon del tréansito. En otras palabras,
para que la ecuacion 95 equivalga a la ecuacion 71 se
requiere que, ademds de satisfacer la ecuacion 95, Ax
sea igual a la longitud del tramo de cauce en estudio,
lo cual, a su vez, implica que k = 0, suponiendo que el
origen de la coordenada espacial x se tome en la sec-
cion de entrada a dicho tramo.

El andlisis de estabilidad del esquema de diferen-
cias finitas (ecuacién 95) (Aldama y Aguilar, 1998a),
mediante el uso del método de von Neumann, resulta
en la siguiente condicion de estabilidad:

X<1/2 (97)

Tomando en cuenta la equivalencia que puede ar-
gumentarse existe entre el esquema (ecuacion 95) y el
método de Muskingum, la desigualdad (ecuacién 97)
ha sido interpretada como la condicién de estabilidad
del método de Muskingum (Cunge, 1969 y Ponce,
1989, entre ofros). No obstante, estrictamente hablan-
do, esta conclusion es errénea, segln se demuestra a
continuacion.

El andlisis de estabilidad de von Neumann del es-
quema {ecuacion 95) es rigurosamente aplicable sélo
cuando las condiciones de frontera son periddicas,
dada la pericdicidad de la base discreta de Fourier em-
pleada para representar el error de redondeo (Smith,
1985). Dicho anélisis también puede ser empleado en
forma asintética para estudiar la estabilidad de la solu-
cion de la ecuacion de diferencias (95) en nodos es-
paciales suficientemente alejados de las fronteras,
cuando el nimero de nodos espaciales es grande.
Ninguno de estos dos supuestos se cumple cuando se
aplica la ecuacion de fransito del método de Muskin-
gum (ecuacioén 71), ya que, segun se explicd anterior-
mente, el esquema de diferencias finitas (ecuacion 95)
es equivalente a dicha ecuacién de transito siempre y
cuando se satisfaga la ecuacion 94, y la ecuacion 71
se apligue en un solo tramo.

De hecho, mientras gue la discretizacién de la ecua-
cion de la onda cinematica (ecuacién 95) representa
una ecuacioén de diferencias parciales, la ecuacion de
trénsito del método de Muskingum (ecuacion 71) re-
presenta una ecuacion de diferencias ordinarias (Mi-

ckens, 1987). Por tal motivo, el andlisis de su estabili-
dad debe ser abordado en forma distinta.

Dado que la variable dependiente en la ecuacion 71
es el gasto de salida, considérese la descomposicion
siguiente:

donde é, representa la solucion exacta de la ecuacién
de diferencias (ecuacion 71) correspondiente al nivel de
tiempo j, y E, el respectivo error de redondeo. Sustitu-
yendo la ecuacion 98 en la ecuacion 71 y haciendo
uso del hecho que O, la satisface exactamente, se ob-
tiene la siguiente ecuacion para el error de redondeo:

Ej+7 = CEEJ (99)

Como puede observarse, E, satisface la version ho-
mogénea de la ecuacion 71. Una ecuacion de diferen-
cias lineal y homogénea, como la ecuacion 99, admite
soluciones del tipo: £, = E,E (Mickens, 1987), donde
E, representa el error de redondeo inicial y &, un factor
de amplificacién. Al sustituir la expresién anterior en la
ecuacion 19 se obtiene E = C,, por o que la condicion
de estabilidad |Z] < 1 se traduce en:

‘02( <1 (100)

de donde, en vista de la ecuacion 73, -2K(1-X) -At <
2K(1-X) -At < 2K(1-X) + At. Esta desigualdad impli-
ca que At 2 0, condicion gue se satisface trivialmente,
y que:

X <1 (101)

La desigualdad anterior representa la verdadera con-
dicion de estabilidad del método de Muskingum. Evi-
dentemente, la condicion 101 difiere de la condicion
97, la cual ha sido presentada erréneamente por Cun-
ge (1969) y Ponce (1989) como la condicién de esta-
bilidad del esquema de Muskingum.

Es bien conocido gque el método de Muskingum
exhibe un comportamiento espurio en el transito de hi-
drogramas de entrada a un tramo de cauce, en el sen-
tido de que los gastos de salida calculados son subes-
timados en los primeros intervalos de tiempo (véase
ilustracion 8). Venetis (1969) ha explicado este feno-
meno para el caso continuo, demoestrando que el hi-
drograma unitario instantaneo asociado con la ecua-
cion diferencial que resulta de combinar la ecuacion
de continuidad con la relacion almacenamiento-gasto
de Muskingum incluye un término proporcional a una
delta de Dirac negativa. En este sentido, Gill (1984) ha
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propuesto emplear una version del método de Muskin-
gum que incluye un desfasamiento del hidrograma de
salida. No obstante, el célculo del parametro de desfa-
samiento no es sencillo. Ademas, en la practica, el me-
todo de Muskingum se emplea en forma discreta, apli-
cando la ecuacidn de transito (ecuacion 71). Por este
motivo, es conveniente llevar a cabo un analisis gue
permita determinar bajo qué condiciones la version
discreta del método de Muskingum produce hidrogra-
mas de salida fisicamente factibles. En este tenor, con-
sidérese primeramente el problema de subestimacion
de gastos de salida iniciales. Con tal fin, supongase la
condicién inicial siguiente: /1, = O,, que corresponde a
un escurrimientc permanente y que es la que normal-
mente prevalece en la aplicacion de la ecuacion 71.
Entonces, dicha ecuacion, para j = 0, adopta la forma:

O1 = 00/1 + (C1 + CZ)OO (1 02)

Supodngase aheora que ingresa un hidrograma al tra-
mo de cauce en estudio, de modo que /, = 1, + (Al), =
O, + (Al),, donde (Al), > 0. Sustituyendo esta expre-
sion en la ecuacion 102 se obtiene: O, = O, + C,(Al),
De la ecuacién anterior se desprende que:

0<Cy <t (103)

La desigualdad izquierda arriba anotada evita que
existan las subestimaciones de gasto (¢ incluso gastos
negativos) que son comunmente observadas en la
aplicacion del método de Muskingum. La desigualdad
derecha obedece a que no es de esperarse que el
incremento del gasto de salida sea mayor que el incre-
mento del gasto de entrada. Dichos incrementos po-
drian ser iguales sélo cuando las secciones de entra-
da vy salida coincidieren. De las ecuaciones 72 y 103
se deducen las siguientes condiciones de factibilidad
fisica: K> 0, la cual se cumple trivialmente, y

At = 2KX (104)

La relacién 104 asegura gue no existan subestima-
ciones de gastos de salida.

Por ofra parte, sea j= J el instante'en que termina la
avenida de entrada y el hidrograma correspondiente
se torna permanente. Bajo estas condiciones, /., =/,
de modo que la ecuacion 71 adquiere la forma:

OJ+1=(Co+C1)/J+CzoJ (105)

Exprésese O,como:

0, =1, +(A0), (106)

donde (AO), > 0, debido a que se espera que el hidro-
grama de salida se vuelva permanente después que el
de entrada. Lo anterior obedece a los conocidos efec-
tos de atenuacion y translacion que el transito de ave-
nidas en cauces origina en los hidrogramas de entra-
da. Sustituyendo la ecuacion 106 en la ecuacion 105
se llega a:

O 1 =1, +Co(A0), (107)
de donde:
C, 20 (108)

Combinando las ecuaciones 74, 101, 104 y 108, se
obtiene el siguiente resultado: 2KX < Af £ 2K(1-X).
Las desigualdades anteriores solo se pueden cumplir si:

X<1/2 (109)

Es interesante notar que esta desigualdad, que ha
sido malinterpretada como la condicion de estabilidad
del método de Muskingum, es en realidad una condi-
cion de factibilidad fisica.

Finalmente, cuando el hidrograma de entrada esta
en la fase de descenso y el de salida estd en la fase
de ascenso, puede ocurrir que para cierto instante j =
L, O, = I, Entonces, la ecuacién 2 adopta la forma
siguiente:

OL+1 :(CO+CZ)OL +C1/L (110)

Ahora bien, bajo estas condiciones, puede escribir-
seque,dadoque !/, > /,,=0, 1, =0, +(AO), donde
(AQ), > 0. Empleando esta informacion en la ecuacion
110 se obtiene: O,,, = O, + C, (AO),. De donde se
concluye que, dado que el hidrograma de salida esta
en fase de ascenso:

C,20 (111)

La ecuacion 31, en combinacién con la ecuacion
73, implica que:

At 2 -2KX (112)

Al observar las condiciones de factibilidad fisica
(ecuaciones 104 y 112), se concluye que si X > 0, la
desigualdad 112 se cumple trivialmente, y si X < 0,
la desigualdad 114 se cumple también en forma auto-
mética. Por tal motivo, las condiciones (ecuaciones
114 y 112) pueden ser escritas en forma amalgamada
como;

At= 2K I Xl (113)

26 ingenieria hidraulica en méxico/septiembre-diciembre de 2000



Aldama, A.A., Hidrologia de avenidas. Conferencia Enzo Levi 1998

Es interesante notar que las ecuaciones 75 y 109
implican gue:

Ci <1 (114)

Con el objeto de ilustrar la aplicacion de los resulta-
dos presentados, considérese el transito de una aveni-
da similar a la descrita en Aldama (1990), mostrada en
la ilustracion 20. El hidrograma de entrada se transitd
a través de un canal prismatico con seccion trapecial
simétrica con las siguientes caracteristicas: ancho del
fondo igual a 100 m; talud lateral, 2; longitud, 2500 m;
pendiente del fondo, 0.0001; coeficiente de rugosidad
de Manning, 0.08. Primeramente el transito se efectud
empleando el esquema numérico descrito en Aldama
(1991) para resolver las ecuaciones de Saint-Venant.
De este modo, se obtuvo el hidrograma de salida mos-
trado en la ilustracion 21 que, en combinacion con el
hidrograma de entrada, se empleé para calibrar el mé-
todo de Muskingum.

Como ya se indicd, Aldama (1990) ha demostrado
gue entre los métodos de minimos cuadrados, el pro-
puesto por Gill (1977) es el que produce los mejores
resultados en la calibracion del método. Su aplicacion
para At = 1 h produce los siguientes resultados: K =
45.8 hy X' = 0.348 vy el hidrograma de salida mostrado
en la ilustracién 22. En este caso se viola la condicion
de factibilidad fisica (ecuacion 113), por lo que, como
se esperaria, se observan subestimaciones iniciales
de gasto de salida en la ilustracion 22. Para eliminar
este efecto se incrementd el valor de At hasta lograr
satisfacer la condicion 113. Los resultados para Af =
30 h fueron K = 40.43 hy X = 0.340, con los cuales se
satisface dicha relacion. E! hidrograma de salida co-
rrespondiente, que se muestra en la ilustracion 23,
exhibe un ajuste excelente al hidrograma registrado y

llustracidn 20, Hidrograma de ingreso al cauce.
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llustracion 21. Hidrograma de egreso del cauce obtenido por
medio de transito hidraulico.
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Hustracién 22. Calibracion del método de Muskingum.
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llustracién 23. Calibracién del método de Muskingum respetan-
do las condiciones de realizabilidad.
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llustracién 24. Transito de la avenida con el método de
Muskingum para X = 1.01. '
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4} 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 4.5

Tiempo (h)

no exhibe subestimaciones iniciales de gasto. Debe
aclararse que los hidrogramas presentados en la ilus-
tracion 23 contienen interpolaciones lineales de los va-
lores discretos de gastos, muestreados del hidrograma
de egreso presentado en la ilustracion 21 y calculado
con el método de Muskingum, empleando los valores
recién citados para Af, Ky X.

Con el fin de demostrar los efectos que tiene la vio-
lacién de las condiciones de estabilidad (ecuacion
101} y de realizabilidad fisica (ecuacion 109), se em-
plearon los siguientes valores: Af=1hy K=458h,y
se vario el valor de X. Asi, para X = 1.01, que viola la
condicién de estabilidad 101, se obtuvo el hidrograma
de salida mostrado en la ilustracion 24, que muestra
claros signos de inestabilidad. Por otra parte, para X =
0.9, que satisface la ecuacion 101, se obtuvieron resul-
tados estables, como se muestra en la ilustracion 25,
pero el hidrograma de salida correspondiente muestra
oscilaciones espurias, debido a que se viola la condi-
cion At< K(1-X) y, por tanto, C, < 0, en concordancia
con lo predicho por la teoria expuesta. Asimismo, el
hidrograma de salida mostrado en la ilustracion 25
exhibe subestimaciones iniciales de gasto, dado que
se viola la condicion 113.

El método de Muskingum vy la ecuacion
de adveccion-difusion

Las ecuaciones de Saint-Venant, que gobiernan flujos
unidimensionales a superficie libre, pueden ser simpli-
ficadas de diferentes maneras. Si se supone que los
términos inerciales y el correspondiente al gradiente
de tirantes en la ecuacién de cantidad de movimiento
son despreciables en comparacion con los términos

llustracion 25. Transito de la avenida con el método de
Muskingum para X = 0.99.
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gue involucran a las pendientes de fondo y de friccion,
resulta una relacion biunivoca entre gasto (o veloci-
dad) y area (o tirante). Lo anterior es equivalente a su-
poner una condicion local de flujo uniforme para toda
posicion y todo tiempo. Al sustituir esa relacion en la
ecuacion de continuidad se obtiene la ecuacion (no li-
neal) de la onda cinematica (Singh, 1996). Dicha ecua-
cion puede ser linealizada alrededor de un estado de
referencia, con lo que se obtiene la ecuacion lineal de
la onda cinematica (ecuacion 96) (Cunge, 1969).

Por otra parte, en el caso de flujos subcriticos con
numeros de Froude pequefios, es posible despreciar
solamente los términos inerciales en la ecuacion de
cantidad de movimiento, lo cual resulta en la ecuacion
gue rige a los flujos permamentes gradualmente varia-
dos. Al combinar dicha ecuacion con la ecuacion de
continuidad, se obtiene una ecuacion de adveccion-
difusion, ya sea en el tirante o en el gasto, que rige la
llamada “analogia de difusion” (Singh, 1996). Dicha
ecuacion también puede linealizarse alrededor de un
estado de referencia, con lo que se obtiene la siguiente
ecuacion lineal de adveccion-difusion (Cunge, 1969):

9Q  3aQ . 9°Q

—+C— =D

ot ox x?
donde Q representa el gasto en el cauce; ¢, la celeri-
dad efectiva de la onda de avenida; D, el coeficiente
de difusion efectivo de la avenida; x, la posicién a lo
largo del cauce; y t, el tiempo. Los parametros cy D
estan dados por las siguientes expresiones:

(115)

o Qo(dK/dh)g
BOKO

(116)
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__Ké
donde Q, representa el gasto asociado con un estado
de flujo de referencia (normalmente flujo uniforme); B,,
el ancho de superficie libre asociado con el mismo es-
tado;K,, la capacidad de conduccién asociada con el
mismo estado; y h, el tirante. Cuando se emplea la
formula de Manning, la capacidad de conduccion se
expresa como:

(117)

A/L?2/3
n

donde A = A(h) es el area; A = A (h) es el radio hidrauli-
co, y n es el coeficiente de rugosidad de Manning.

Cunge (1969) presentd un analisis del método de
Muskingum en el gue pretendié demostrar que dicho
procedimiento puede considerarse como una aproxi-
macion en diferencias finitas de la ecuacion de advec-
cion-difusién {(ecuacion 115), siempre y cuando la difu-
sividad numérica se igualara a la difusividad fisica. El
articulo publicado por Cunge se ha convertido en un
referente obligado y un gran nimero de trabajos han
partido de los resultados obtenidos por el citado autor.
No obstante, es posible demostrar, como se indica a
continuacion, que el andlisis de Cunge es erroneo (véa-
se Aldama y Aguilar, 1998Db).

Primeramente se reproduciran las consideraciones
de Cunge {1969). En relacién con el esquema definido
por la ecuacion 95, considérense las siguientes expan-
siones en serie de Taylor:

K=

(118)

Qi =ql+ At(Qt)i + é;i(oﬁ)i

+—A—éi(0m)’i +O(At4) e
QI{H = O,i + AX(Qx)i + ég_z‘(oxx)l](
5 ‘ (120)
T
ati=al+ada] +sa) 22 (o,
+AXA2‘(QX¢)£ +—A§(On)1 +—A—g—3(oxxx),i (121)

et ) 800, ) 0

+O(Ax4, AXSAL AXP AL, AxALS, At“)

En vista de que la ecuacién 95 es una aproximacién
discreta de la ecuacién de la onda cinematica (ecua-
cion 96), Cunge propuso emplear la siguiente igualdad:

9Q__9Q (122)
ot ox

Sustituyendo las ecuaciones 119, 120y 121 en la
ecuacion 95 y empleando la ecuacion 122 se obtiene:

ol elad (3o

(123)
+O(Ax2,AxAt, A, Ax3 [ AL AT /Ax) ‘
Al observar la forma de la ecuacion 123, Cunge pos-
tulé que la misma podria considerarse una aproxima-
cion de la ecuacion de adveccion-difusion (ecuacion
115) si se satisfacia la siguiente relacion:

D=[%—X]CAX (124)

donde D es la difusividad o el coeficiente de difusion.
El resultado (ecuacién 124) obtenido por Cunge es -
muy atractivo, ya que, en conjuncion con las ecuacio-
nes 116, 117 y 118, y K = Ax/c (véase ecuacién 94),
permite darle base fisica al método de Muskingum,
puesto que sus parametros quedan expresados en tér-
minos de propiedades geométricas e hidraulicas del
cauce. Indudablemente esto es muy importante para
casos en los que no se cuente con datos para efectuar
la calibracion de dichos parametros. No obstante, el
analisis de Cunge presenta deficiencias sutiles.

En primer término, no es correcto expandir las varia-
bles Q/, Ql.,. y QI en sendas series de Taylor, como
se ha hecho en las ecuaciones 119, 120y 121, ya que
las mismas son funciones discretas, para las que el
concepto de derivada no existe. En sentido riguroso,
para determinar la ecuacion diferencial que en reali-
dad se resuelve cuando se aplica el esquema de Mus-
kingum (ecuacion 95) debe emplearse el enfoque de
la “ecuacion modificada” (Warming y Hyett, 1974).
Conforme al mismo, es posible suponer la existencia
de una funcion continua Q = Q(x,t) que satisfaga la
ecuacion de diferencias (ecuacién 95) en forma exac-
ta, esto es:

oy s N
XQ[F —Q/i +(1-—X) 411—Ol£+1

| | AL (125)
+=2 ()] -Gf +GL, -G ) =0
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donde Qi = é(kAx, JjAt). Si adicionalmente se supone
que Q@ posee derivadas continuas hasta de tercer gra-
do en xy t(incluyendo las mixtas), puede emplearse el
teorema de Taylor (Rosenlicht, 1968) para escribir Io
siguiente: '

At?

O =qf +At(é,)i +——2-—(én)£

(126)
c0<a<d

(127)

P i A\

QM =q} +Ax(0x)k +At(01)k

I AP Ay

k+”—(ott)
2 k

N Vaa! szAt n\ItY

(Qxxx) ( xxt)
k+y 2

AxAt2 VARt At3
L
2 kY 6

).+ (0, (128)

Ax

k+y

(Om)/ T O<y<Ai

Sustituyendo las ecuaciones 126, 127 y 128 en la
ecuacion 125 se llega a:

(&) +do.) - _cé;_(axx)i _ééfi(oﬁ);

Atls V| Ax 2t
+ (1- X)Ax+c—2—}(0,(t)k—{072—+(1 X) GM}(QXXX)

_ céx_z_o_x)éﬁ}(éxxx)" [(1 X AL o AL }(ém)j”

k+p 6 12Ax k+y

o AX®  AXAL |~ VY
—(1=X)—~+c Q
{( )=o) }( m)m

(129)

Sea ahora, de acuerdo con el resultado (ecuacién 124)
obtenido por Cunge:

x=1_02

2 CAx

(130)

y supongamos que el nimero de Courant C, = cAt/Ax
es de O(1). Entonces, sustituyendo la ecuacién 130 en
la ecuacion 129 se obtiene:

) -,

D
e 131)
. (th)k + O(Ax) (
Usando esta expresion en forma recursiva, mediante

un proceso de sustitucion iterada, y siguiendo un razo-
namiento inductivo, se llega finalmente a:

NS N/ Y
ot P ox B Ix2 .
oo m m+1A I
-CXHY[Q] {a = ] +0fax]
m=2 ¢ aX k

La ecuacidon 132 representa la ecuacion que real-
mente se resuelve cuando se aplica el esquema de
Muskingum (ecuacion 95). Como puede observarse, el
limite de la ecuacion 132 cuando Ax — 0 no es la ecua-
cién de adveccion-difusion, sino que involucra un nu-
mero infinito de términos adicionales a la misma. Por
tanto, el método de Muskingum no es una aproxima-
cién en diferencias finitas de la ecuacion de advec-
cién-difusion, como Cunge pretendié haber demostra-
do. En vista de este resultado, los parametros del meé-
todo no poseen la base fisica que sugiere el analisis
de Cunge. Esto motivé a Aidama y Aguilar (1998b) a
desarrollar un método hidrolégico con base fisica para
el fransito de avenidas en cauces, que se presenta
a continuacion.

(132)

Método hidroldgico con base fisica para el transito
de avenidas en cauces

Con el objeto de construir un método hidrolégico gue
si posea base fisica, conforme a lo propuesto por Al-
dama y Aguilar (1998b), considérese el siguiente es-
guema de diferencias finitas, que es consistente con la
ecuacién de adveccidn-difusién (ecuacién 115) y po-
see un error de truncado de O(Ax?, Af?):

L R ciq s
é Q/ij Qk 1 +(1- y;) /+ — Ql]( + é 0/(11 - Qli+1
2 At At 2 At
1 1 A) =
ol Qi -Gl L Qe = Qi (133)
2 2AX 2AX

o)l
Qk+1

D [o;:} -2Q)" + QM

-2Ql +Q}
Ax?

Ax?
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donde £ e [0,1] es un factor de peso; y Q! es una apro-
ximacion a Q(kAx, jAt), siendo Q(x,t) la solucion de la
ecuacion 115,

En este caso, es conveniente aplicar la ecuacion
133 a un tramo de rio de longitud 2Ax, y redefinir el
gasto de entrada al tramo, /,, y el de salida O, como
sigue:

=0} (134)

Por tanto, para desarrollar una relacion gue exprese
el valor desconocido del gasto de salida, O, en térmi-
nos de valores conocidos del gasto de entrada, /; € /,,,,
y del gasto de salida, O, es necesario eliminar Q' y
G! de la ecuacién 133. Esto solo puede hacerse me-
diante la introduccién de una condicion de frontera en
el extremo derecho del domino de interés, x= (j+ 1)Ax.
Supodngase que existe una relacién tirante-gasto del
tipo siguiente en ese sitio:

o
Qu+Q _[hoth (136)
Q, h,

donde Q,y h, respectivamente representan valores de
referencia del gasto vy el tirante, y o. es una constante.
Dado que el punto de partida del anélisis que aquf se
presenta es la ecuacion linealizada de adveccion-difu-
sién (ecuacion 115), en la que solamente aparece
como variable dependiente el gasto Q, es necesario
determinar una condicién de frontera lineal que captu-
re la esencia de la ecuacion 136 y gue sdlo contenga
a Q. La ecuacién 136 puede ser linealizada alrededor
del estado de flujo uniforme “0”, obteniéndose el si-
guiente resultado (en el que se han despreciado térmi-
nos de orden superior):

-1
h=L|h) g (137)
o, \ gy

Con el objeto de eliminar h se puede emplear la
ecuacion de cantidad de movimiento linealizada alre-
dedor del estado “0":

2Q2(dK/dh
oh _ 0( )o»h_ZQoQ (138)
x K K2

Diferenciando la ecuacion 137 con respecto a x y
sustituyendo el resultado en la ecuacion 138 se llega a:

99 _po-o0 (139)
ox
donde:
20 Oo(dK/dh) o (p )
g = 2% o _ %400l g | (140
K2 Ko h, \ h,

La ecuacion 139 representa una condicién de fron-
tera lineal de tipo Robin que puede emplearse en el
extremo derecho del tramo de cauce de interés. Dis-
cretizandola mediante diferencias hacia atras de
O(Ax?) se obtienen las expresiones:

~ ~ 1 -
Q= 0Q +ZQ/£—1 (141)
0" =00+ O/ (142)
donde:
b= [E_EéﬁJ (143)
4 2

Sustituyendo las ecuaciones 141 y 142 en la
ecuacion 133 y empleando las ecuaciones 134 y 135
resulta en:

ém = CNOTjH + éJj + ézéj (144)
donde:
-1
~ ~-(1+&)+C,(1+F, )
CO= 9—1 (145)
4(1—§)¢+2§+C,[1—2Pg (1-20)]
-1
C1= 1+§+C,(1+Pg ) (146)

A1-E)p+2E+C,[1-2P, (1-2¢)]

5 _H-BR2-Cl-25 (=20 (17)
-
4(1-E)p+ 28+ C,[1-2, (1-20)]

donde, como antes, C, = cAt/Ax es el nimero de Cou-
rant; y P, = cAx/D, el nimero de Pécléct de la malla.
Como puede observarse, la ecuacion 144 tiene una
estructura algebraica idéntica a la ecuacion de transi-
to de Muskingum (ecuacion 71). En este caso también

ingenieria hidraulica en méxico/septiembre-diciembre de 2000 31



Aldama, A.A., Hidrologia de avenidas. Conferencia Enzo Levi 1998

puede argumentarse que, por continuidad, C, + C, +
C, = 1. Es facil demostrar que lo anterior implica que
¢ = 3/4, resultado que al ser sustituido en las ecuacio-
nes 145, 146 y 147 produce las siguienties expresiones:

5 D c,(1+8,7)

- (148)
3-E+C,(1+P, )
1
G = 1+§+C,(1+Pg_1) (149)
3-E+C(1+P, )
-1
5 _3-E-C1+R) (150)

2 -_
3-E+C,(14P, )

Cuando se_cuenta_con los datos necesarios, los
coeficientes, C,, C, y C, pueden ser determinados por
calibracion, empleando un registro de gastos de
ingreso y egreso correspondientes al tréansito de una
avenida en un tramo de cauce. Una vez que dichos
coeficientes de transitc hayan sido determinados, las
ecuaciones 148, 149 y 150 pueden ser utilizadas para
calcular C,y P,. Despejando a C, (1 + P;') de cada una
de dichas expresiones se obtiene:

; 1+3C
C.O+P Y=t -0 (151)
H(1+F &00_1
c(+ph =St e 1280 (152)
C,-1" C -1
c,(+py=St e, 1280 (153)

Evidentemente, las ecuaciones 151, 152 y 153 son
incompatibles a menos que se cumplan las siguientes
igualdades:

143G, _ Ci+1 +1“Bé1 _Cy+1

- é‘;+1fgc‘
Co"‘l C-]—-l

- ~ _ (154)

De la primera igualdad en la ecuacion 154 se obtiene:

_ 1+ Cy - 2C,
Co—1

E (155)

Al sustituir la ecuacion 155 en la segunda igualdad
de la ecuacion 154 se obtiene simplemente la condi-

cion de continuidad G, + C, + €, = 1. Al sustituir (a
ecuacién 155 en cualquiera de las ecuaciones 151 a
153 se obtiene:

2Cy+Cy)

_ (156)
1-Cy

C.(+F"=

Dado gue las ecuaciones de transito (71 y 144) po-
seen una estructura algebraica identica, los coeficien-
tes C,, C,yC, deben satisfacer las mismas condicio-
nes de estabilidad y factibilidad fisica que los coefi-
cientes C,, C, y C, Entonces, de acuerdo con las
ecuaciones 100, 1083, 108, 111 y 114, dichas condicio-
nes adoptan la forma:

0<Cy<1 (157)
0<Ci<1 (158)
0<C, <1 (159)

Se puede demostrar que las condiciones 157, 158y
159 se reducen a las siguientes desigualdades:

£< (160)

1+E<C,(1+P;)<3-& (161)

La estimacion de los coeficientes de transito C,, C,
y C, puede hacerse mediante el método de Gill, des-
crito anteriormente. A pesar de que en el contexto del
método propuesto no se introduce una relacién explici-
ta almacenamiento-gasto, es posible estimar valores
virtuales de Ky X a través de expresiones similares a
las dadas por la ecuacion 82. Al aplicar el método de
Gill, debe seleccionarse un valor para €l intervalo
de tiempo At, y estimar los valores correspondientes de
C..C,yC, mediante el uso de expresiones analogas a
las ecuaciones 72, 73 y 74. Entonces, debe verificarse
el cumplimiento de las condiciones 157, 158 y 159. En
caso de gque éstas no se satisfagan, debe modificarse
el valor de At hasta que se alcance su cumplimiento.
Una vez que se conocen los valores de C,, C,yC,, es
posible determinar las caracteristicas hidraulicas vy
geométricas del cauce a través de la ecuacion 156,
por el procedimiento que se describe a continuacion.

A fin de simplificar la determinacion de los parame-
tros que caracterizan el tramo de cauce bajo estudio se
propone modelarlo como un cauce ancho equivalente.
Empleando las ecuaciones 116 a 118 se obtienen las
siguientes expresiones para el nimero de Courant y el
numero de Pécléct de la malla;
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c =2 A (162)
3 Byhg Ax
2.2
pgzLO_CM_ (163)

3 BShBS/B

donde B, representa el ancho del cauce. Ahora bien,
Q, Yy B, pueden ser eliminados de las ecuaciones 162
y 163 mediante el uso de la férmula de Manning:

Bohs'°Sg (164)
n

OO=

donde S, representa la pendiente de referencia. Al
sustituir la ecuacion 164 en las ecuaciones 162 y 163,
y emplear las expresiones resulianies en la ecuacion
156, se obtiene la siguiente expresion:

(Co+CIAE _ o (165

h!® +1—0Ax5‘0h§/3 -nSi? -
3 1-C, At

La pendiente S, se puede igualar a la pendiente me-
dia del tramo de cauce bajo estudio, la cual se puede
estimar facilmente al conocer el desnivel entre las sec-
ciones de entrada y salida, asi como la longitud del tra-
mo, 2Ax. Asimismo, es sencillo estimar &l valor del

coeficiente de rugosidad, n, mediante una visita de cam- -

po. Por lo anterior, la ecuacion 165 representa una
ecuacion no lineal en h, la cual se puede resolver
iterativamente. El gasto de referencia Q, se puede
tomar como el valor medio de los gastos del hidrogra-
ma de ingreso al framo de cauce. Por tanto, el ancho
B, se puede determinar de la ecuacién 164.

Una vez estimados n, S,y B,, el método propuesto
también puede ser empleado para fines de pronéstico,
esto es, de transito de una avenida distinta a la usada
para la calibracion de C,, C, yC,. En efecto, los valores
de n, S,y B, se consideran fijos y el valor de Q, se de-
termina como la media de los gastos de ingreso co-
rrespondientes al hidrograma por transitar. Esto per-
mite calcular un nuevo valor de h, a través de la ecua-
cién 164, y de C, y P, mediante las ecuaciones 162 y
163. Dichos valores se emplean entonces para modi-
ficar C,, C,yC, por medio de las ecuaciones 148, 149
y 150. En otras palabras, la base fisica del método
propuesto permite modificar los valores de los coefi-
cientes de transito para fines de prondstico.

Ahara bien, el método también puede emplearse
cuando no se cuenta con datos para efectuar una ca-
libracion de C, C,y C,, ya que los valores de C,y P,
se pueden estimar a partir de caracteristicas geométri-
cas e hidraulicas gruesas del cauce. En ese caso, &l

valor de & se puede elegir arbitrariamente, siempre y
cuando se satisfaga la ecuacién 160 (por simplicidad,
& = 0 podria ser empleado). Por otra parte, el valor de
At se puede elegir de modo que se satisfaga la ecua-
cion 161,

Con el objeto de probar e ilustrar la aplicacion del
método propuesto para transito hidrologico de aveni-
das en cauces, €l hidrograma empleado en Aldama
(1990) fue transitado a través de un canal con longitud
de 10,000 m; pendiente de fondo de 0.0001; coeficien-
te de rugosidad de Manning de 0.08; y con seccion
trapecial, con taludes iguales de 2 y ancho del fondo
igual de 100 m. Para el efecto, se utilizd un esquema
numérico que resuelve las ecuaciones de Saint-Venant
(Aldama, 1991). Esto permitio la generacion de un re-
gistro sintético de gastos de ingreso y egreso, que fue
empleado para calibrar el método de Muskingum tradi-
cional y el método propuesto mediante la aplicacion
del método de Gill, respetando las condiciones de es-
tabilidad y realizabilidad fisica (ecuaciones 157 a 159).
En vista de que el método propuesto se fundamenta en
la ecuacién de adveccion-difusion (en los resultados
gue se presentan a continuacién) a ese método se le
denomina “advectivo-difusivo”. Los resultados de la
calibracion se muestran en la ilustracion 26. Como
puede observarse, ambas calibraciones son idénticas,
dado que las ecuaciones de transito coinciden para el
método de Muskingum tradicional y el método advec-
tivo-difusivo propuesto. Comunmente en situaciones
de disefio es necesario transitar avenidas mucho ma-
yores que las empleadas para calibracion & fin de de-
terminar una avenida de disefio. Por esta razén, el hi-
drograma de ingreso mostrado en la ilustracioén 26 se

llustracion 26. Calibracion del método de Muskingum y del
método advectivo-difusivo (A-D).
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llustracion 27. Prondstico de avenida con los métodos de
Muskingum y advectivo-difusivo (A-D).

1,200

1,000 A

800 4
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multiplicéd por un factor de 10 y se transitd empleando
el esquema numeérico descrito en Aldama (1991). Esto
generé una solucion "verdadera” del problema. Cuan-
do el mismo hidrograma se transitdo empleando los pro-
cedimientos de Muskingum y advectivo-difusivo (con
la modificacién de los coeficientes de transito para el
segundo), se obtuvieron los resultados mostrades en
la ilustracién 27. Como puede observarse, el método
advectivo-difusivo produjo excelentes resultados, es-
pecialmente en términos del prondstico del gasto pico
y del tiempo al pico, mientras que el método de Mus-
kingum subestima considerablemente el gasto pico y
sobrestima el tiempo al pico.

Hidrologia de redes de rios
Estimacion de avenidas de disefio en redes de rios

La morfologfa fluvial en las zonas de planicie frecuen-
temente exhibe topologia compleja, desplegada en la
forma de redes de multiples ramas (véase por ejemplo
ilustracion 7). Ademas, es usual que las estaciones hi-
drométricas no se localicen en las partes bajas de las
cuencas, dado que ahi no existen las constricciones
topograficas naturales que permitirian su instalacion.
Por tanto, la informacion de gastos escurridos en zo-
nas de planicie practicamente no existe. No obstante,
comuUnmente se requiere disefiar y construir obras de
control de inundaciones en dichas zonas, tales como
bordos, canalizaciones y rectificaciones. Por tal motivo,
surge la necesidad de estimar las avenidas de disefio
de tales obras. La informacion hidrométrica normal-
mente esta disponible en estaciones de aforo localiza-

das en las partes medias y altas de las cuencas, usual-
mente en afluentes del cauce principal. No es ftrivial
combinar dicha informacion para producir una avenida
de disefio con un periodo de retorno especificado para
un sitio localizado en la parte baja de una cuenca. Al-
dama et al. (1998) han resuelto este problema. A conti-
nuacioén se presentan sus resultados principales.

Considérese un area localizada en la parte baja de
una cuenca donde se desea construir una obra de
control de inundaciones, comao se muestra en la ilustra-
ciodn 28. Supdéngase que no existe un registro de gas-
tos maximos anuales en ese sitio, pero si en las esta-
ciones de aforo 1, 2, 3,...,n localizadas en las partes
media y alta de la cuenca. Para fines de disefio, se re-
quiere determinar una avenida asociada con un perio-
do de retorno en el sitio por proteger. Por tanto, es
necesario caracterizar la ocurrencia de dicha crecien-
te en términos de la informacion disponible en las esta-
ciones hidrométricas.

Supdngase gue se conoce la funcién de distribucién
de probabilidad multivariada conjunta de los gastos
maximos anuales que ocurren en las estaciones de
aforo, definida como la probabilidad conjunta de no
excedencia de los mismos:

n
Fiz,.n(@.Qorn Q) =P [ )Gk < Qy (166)
k=1

donde g, representa una variable aleatoria muda co-
rrespondiente al gasto que escurre por la estacién k, y
Q. un valor arbitrario de ese gasto. Suponiendo que Q,
sea suficiente para caracterizar la avenida que ocurre
en la estacion k, el vector Q = (@Q,,Q,,...,Q,)" determi-
na, mediante transito, el hidrograma en la zona donde

llustracién 28. Red hidrografica con topologia compleja.
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se pretende construir la obra para proteccion contra
inundaciones.

Por lo anterior, el pericdo de retorno de la avenida
en el sitio de interés puede definirse como el periodo
de retorno conjunto de las avenidas caracterizadas
por los componentes de Q, el cual esta dado por el re-
ciproco de la probabilidad de excedencia conjunta:

(167)

En vista de la ecuacién 167, es necesario expresar
la probabilidad de excedencia conjunta en términos
de la funcién de distribucion F,, . (Q,,Q,,...,Q,) y sus
distribuciones marginales, las cuales estan dadas por
la expresion:

Finign (@ Q1 Q))

1l2aealy r

@ oo oo

- [ [ [Fon@Qeuna []oq, 168
oo —on — =1

j#ig (8=12,...,r)

donde 1</, <i,<..<i,<nyr=1,2,..,n-1. Dado que
el evento g, £ Q, es el evento complementario de q, >
Q.. se puede demostrar, empleando la formula de
inclu-sion-exclusién (Kendall y Stuart, 1973; y Castillo,
1988), que la probabilidad conjunta de excedencia se
puede expresar como: '

P ﬁak =1-§n:/—‘(ok) (169)
k=1 k=1

* ZIFH'/Z (Of1’of2)_

1<iy<ig<n

.....

Sustituyendao la ecuacién 169 en la ecuacion 167 se
obtiene la siguiente expresian para el periodo de retor-
no conjunto:

n
Tion =[= Y FQ)+ D F (@.Q,)
k=1 1<iy<ip<n (170)
N il ST (N e e

La ecuacién 170 expresa el periodo de retorno con-
junto en términos de la distribucion de probabilidad
multivariada y las distribuciones marginales que co-
rresponden a ella. Por otra parte, representa una gene-
ralizacion de la ecuacion 59 al caso n-dimensional.

Evidentemente, el conocimiento de la distribucion
Fra o (Q1,Q,,...,Q,) permite no sdlo conocer el periodo
de retorno conjunto, sino también los periodos de re-
torno individuales asociados con los gastos que escu-
rren por cada una de las estaciones de aforo, dado
gue los mismos estan dados por:

1 1

Plgy > Q) 1-F(Qy)

k=12..n (171)

Ahora bien, dado que el registro a emplear para fi-
nes de disefio es el de gastos maximos anuales en las
ser construida como una funcion de distribucion multi-
variada de valores extremos.

Sea Q, el gasto adimensional, apropiadamente nor-
malizado, asociado con la estacion de aforo k, definido
comao:

G ==l 2 0 (172)
Sk

donde u, vy e, respectivamente representan parame-
tros de ubicacién y de escalamiento, cuya estimacién
puede efectuarse empleando los registros de gastos,
segun se explicara posteriormente.

Sea ahora F,, . (@, Q,...Q,) la distribucién multi-
variada de extremos de los gastos adimensionales y
ﬁ,((@k). la distribucion marginal univariada asociada con
la estacion k. La distribucion £, (@, Q,,...,Q,) debe
satisfacer las cotas de Fréchet y las condiciones del
postulado de estabilidad (Fréchet, 1927; Galambos,
1978). Entre las distribuciones multivariadas de extre-
mos, solamente el modelo logistico propuesto por
Gumbel (1960) ha sido generalizado al caso n-dimen-
sional. Por ese motivo, dicho modelo se emplearad a
partir de este punto.

El modelo logistico multivariado esta dado por:

1/m
m
n

G Q... Q) = expd- E[In/-:k(é)k)] (173)

k=1

------

donde me (1,e0) s un pardmetro de asociacion. El va-
lor m = 1 representa el caso de independencia esta-
distica y m — = representa el caso de total dependen-
cia. Con el objeto de satisfacer las cotas de Fréchet y
el postulado de estabilidad, las distribuciones mar-
ginales, F(Q,); kK = 1,2,...,n, deben ser alguna de las
asintotas definidas en Gumbel (1958): tipo | 0 Gumbel,
tipo Il o Fréchet, o tipo It o Weibull. Dado que la distri-
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bucién Gumbel es la mas apropiada para la repre-
sentaciéon de gastos maximos anuales, es la que sera
utilizada aqui para construir distribuciones marginales.
Por tanto, el modelc logistico multivariado adopta la
forma:

1m

n
Fio..n(@.Qy.... Q) =exp - D exp(-mQ) (174)

k=1

Empleando la ecuacién 172 en la ecuacion 174, el
modelo logistico multivariado con marginales Gumbel,
en términos de gastos dimensionales, es:

La distribucién de probabilidad multivariada cons-
truida conforme al modelo logistico (ecuacién 174)
contiene un solo parametro, m, mientras que sus mar-
ginales F,(@,) = exp [-exp @)]; k = 1.2,....n, no contie-
nen ninguno. Dado que todas las distribuciones
marginales adimensionales son identicas, sus media-
nas, Q. k= 1,2,...,n, seran iguales, esto es Q,=Q V k.
El valor de Q se determina haciendo exp [-exp(Q)] =
1/2, de donde Q = In In2 = 0.366513. Las medianas de
F.. @, Q,...Q,) dividen al espacio n-dimensional en
2" porciones. Empleando las propiedades de las me-
dianas es posible demostrar que las probabilidades
conjuntas de no excedencia y de excedencia de las
medianas estan dadas respectivamente por las si-
guientes expresiones:

n
A(\a=a|=2"" (176)
k=1
1 - - d n m
PGk >Q =1+ D -1 2™ (177)
k=1 k=1 K

Las ecuaciones 176 y 177 permiten derivar formulas
para los contenidos tedricos de probabilidad para las
2" porciones en que las medianas dividen al espacio
n-dimensional. Por tanto, a partir de los correspondien-
tes contenidos de probabilidad observados en la
muestra de datos hidrométricos (normalizados) dispo-
nibles, es posible obtener 2" distintos valores estima-
dos para m. Es posible obtener un solo valor de este

parametro minimizando la suma de errores de estima-
cién al cuadrado; esto es, resolviendo el problema
siguiente:

minzzn:{ck —ék (m)}2 sujetoa me [1, oo) (178)
M k=

donde C, vy o} (m) respectivamente representan los
contenidos observado y tedrico correspondientes a la
k-ésima region del espacio n-dimensional.

Dado que todos los pardametros de la distribucion
multivariada dimensional son desconocidos cuando se
inicia el proceso de su estimacion, se puede aplicar el
siguiente procedimiento iterativo para determinarlos.
Se pueden estimar valores iniciales de los parametros
(Q,,Q,,...,Q,), dada por la ecuacion 175, ajustando en
forma independiente los datos hidrométricos corres-
pondientes a cada afluente del cauce principal de la
red de rios en estudio, a una distribucion Gumbel uni-
variada {que a su vez constituirfa la marginal de la dis-
tribucién multivariada). Con estos valores, los gastos
pueden ser normalizados y procederse a la estimacion
del parametro de ascciacion m, segun se explico ante-
riormente. Con ese valor de m pueden estimarse de
nuevo los valores de los parametros de ubicacion y es-
cala, solo gue ahora empleando los datos hidrométri-
cos en forma conjunta. Esto permite estimar un nuevo
valor para m. El procedimiento se repite hasta que el
valor de m no varie mas alla de una tolerancia especi-
ficada en dos pasos sucesivos. Para la estimacion de
los parametros de ubicacion y escala puede emplear-
se el método de maxima verosimilitud (Kite, 1988).

Como ilustracion de la aplicacion de la teoria pre-
sentada en este apartado, a continuacion se considera
la estimacion de la avenida de disefio de dos bordos,
denominados 1y 2, ubicados en la cuenca baja del rio
Papaloapan (véase ilustracion 29), para un periodo de
retorno de cien afios. Dado que el escurrimiento a tra-
vés del rio Tonto esta controlado por la presa Presiden-
te Aleman, el problema se puede reducir a un caso tri-
variado. Para transitar las avenidas ocurridas en las
estaciones 1, Tuxtepec, 2, Azueta, y 3, Cuatotclapan,
se empled un modelo hidraulico que toma en cuenta el
efecto de las llanuras de inundacion. Los datos regis-
trados en las estaciones citadas fueron ajustados a
una distribucién trivariada logistica con marginales
Gumbel. Empleando los datos disponibles en las esta-
ciones 1, 2y 3 para el periodo 1948-1992. Se aplico el
procedimiento descrito anteriormente.

Se obtuvieron los siguientes resultados después de
seis iteraciones: u, = 5457.73 m¥s, e, = 1871.26m¥s, u,
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= 1789.28 m¥s, e, = 770.14 m¥/s, u, = 669.49 m¥/s, e,
=1427.93 m¥/sy m = 1.8334.

En el caso trivariado, la ecuacién 170 para el perio-
do de retorno conjunto adopta la forma:

Tz =1 F(Q) = Fa(Q2) - F5(Qs)
+F1,2(O1r02)+/:2,3(02,03) (179)
-1
+Fa1(03,Q1)F13(01, Q. Q)|

En forma similar a lo planteado en la seccion relativa
a estimacion de avenidas de disefio de presas, existe
una infinidad de ternas de valores (Q,,Q,,Q;) que sa-
tisfacen la ecuacion 179 para T,,, = afios, cada una
produciendo diferentes efectos sobre los bordos 1y 2
mostrados en la ilustracion 29. Para determinar las ter-
nas mas desfavorables para cada bordo, se resolvie-
ron los siguientes problemas de optimizacion no lineal:

max (D,‘ = hméx(S;O1’02'03)dS;
(@1.Q2.Qq) . (180)

i

i=12, sujeto a T, 3 =100 afios

donde L, representala longitud de desarrollo del bordo
i haas 1@ envolvente de tirantes producidos por las ave-
nidas caracterizadas por la terna (@Q,,Q, Q,), al ser
transitadas por el bordo el cauce en la zona protegida
por el mismo bordo; y s, longitud de arco medida a lo
largo del bordo. Para el bordo 1 se obtuvieron los si-

llustracion 29. Bordos de proteccién contra inundaciones en la
cuenca baja del rio Papaloapan.

A\
VA
NORTE

Zona a rescatar
para practicas
agricolas
y ganaderas

Estacion
Cualatolapan

Estacion
Azueta

W Eiacin
Tuxiepec

Kilometros
o 25 50

—= Bordo 1

~~=- Bordo 2

guientes resultados para los gastos de disefio y pe-
riodos de retorno asociados con cada una de las es-
taciones de medicién: Q, = 11,500 m¥/s, T, = 26 afos,
Q,=3,500 m¥s, T,= 10 aflos, Q, = 6,908 m¥s, T, =80
afios. Para el bordo 2, los resultados fueron Q, = 13,000
m¥/s, T, = 57 afios, Q, = 4,000 m¥s, T, = 20 afios,
Q, = 6,236 m¥s, T, = B0 afics. Como puede obser-
varse, los eventos de diseno correspondientes a cada
bordo no son iguales, ya que se ha seleccionado la
combinacion de avenidas mas desfavorable para
cada uno de ellos.

Transito de avenidas en redes de rios con lagunas
de inundacién

La complejidad caracteristica de las redes hidrografi-
cas en las zonas bajas de las cuencas se manifiesta
frecuentemente a través de topologias que involucran
cauces principales a los cuales inciden multiples tribu-
tarios, y de los cuales también pueden salir efluentes,
formando redes de rios como se muestra en las ilustra-
ciones 7 y 30 (Grijalva). Este arreglo geomorfolégico
incluye zonas inundables que pueden formarse como
lagunas laterales y lagunas de interconexion. Las pri-
meras aparecen cuando los cauces en cuyas marge-

llustracién 30. Vista parcial de la red hidrografica del rio
Grijalva.

Rio Carrizal

Est. Refarma Villahermosa o

Pueblo Nuevo

Rio Puyacatengo

o Tacotalpa

Est. Pachucalco
O Pachucalco Teapa

Est. Puyacatengo

Est. Tapijulapa
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nes existen bermas naturales o bordos artificiales vier-
ten lateralmente. Las segundas surgen cuando las
confluencias de rios se desbordan en época de ave-
nidas. La presencia de lagunas de interconexion com-
plica la simulacion numérica del transito de avenidas
en redes de rios. En particular, la interacciéon de los
diferentes tramos de la red con dichas lagunas arigina
gue la longitud de los cauces que inciden o salen de
ellas varie con el tiempo, incrementandose cuando se
llenan las lagunas o decrementandose cuando se va-
cian. Aldama y Aparicio (1994) y Aparicio et al. (1999)
han propuesto un procedimiento para simular el transi-
to de avenidas en redes de cauces que interactian
con lagunas de interconexion mediante el uso de una
transformacion de coordenadas en las ecuaciones de
movimiento, a fin de capturar en forma apropiada’ el
efecto de llenado y vaciado de las lagunas. El procedi-
miento mencionado también involucra el usc de un
algoritmo numérico muy eficiente para la solucion del
sistemma algebraico que se genera al discretizar las
ecuaciones que gobiernan el fendmeno. El desarrolio
del método propuesto por los citados autores se expli-
ca a continuacion.

En principio, para simular el flujo en llanuras de
inundacion es posible emplear modelos bidimensiona-
les. No obstante, esto incrementa notablemente la di-
mensionalidad del problema computacional. Por este
motivo, Aldama y Aparicio (1994) y Aparicio et al.
(1999) han empleado un modelo unidimensional para
simular el flujo en los tramos de cauce que componen
la red hidrogréafica, acoplado a un modelo cero-dimen-
sional, basado en la ecuacion de continuidad, para si-
mular el vaciado y llenado de las lagunas laterales y
las lagunas de interconexion.

Las ecuaciones que rigen el escurrimiento transito-
rio unidimensional a superficie libre en un cauce son la
ecuacion de continuidad y la ecuacion de cantidad de
movimiento, que respectivamente pueden ser escritas
como sigue (Aldama, 1991):

gdH [QUA_ . (181)
ot dx

_aij_.J‘_Uiy__*.g.a_f-/..{_gnzﬂt.j_l:

ot ox ox RY3

donde B representa el ancho de la superficie libre; H,
la elevacion de la superficie libre; U, la velocidad; A, el
area hidraulica; q, el gasto lateral por unidad de longi-
tud perpendicular a la direccion de la corriente; g, la
aceleracion de la gravedad; n, el factor de rugosidad
de Manning; R, el radio hidraulico; x, la coordenada
espacial a lo largo del eje del cauce, y 1, el tiempo.

0 (182)

La interaccion de los tramos de cauce con lagunas
laterales se puede modelar a través de una ley de ver-
tedor de cresta libre, que involucra coeficientes de
descarga apropiados (Aparicio et al., 1999) para la de-
terminacién del gasto lateral g. Por otra parte, la inter-
accion de los rios de la red con las lagunas de interco-
nexion se puede modelar por medio de la siguiente
expresion del principio de conservacion de masa:

av
—+|V-dA=0 183
. ! (183)

donde Vrepresenta el volumen de una laguna de inter-
conexion; S, la superficie de sus fronteras y vdA un
elemento diferencial de gasto (que resulta negativo si
es de ingreso y positivo si s de egreso). La ecuacion
183 se puede escribir en términos de la elevacién de
la superficie libre de la laguna, 1, empleando la corres-
pondiente curva elevaciones-capacidades. £n efecto,
dicha curva puede expresarse como V = V(n), por lo
que dV/dt = (dV/dn)dn/dt, de donde la ecuacién 183
puede escribirse como:

[QK]QLF v-dA=0 (184)
s

Por otro lado, el area superficial de la laguna se
determina por medio de la curva elevaciones-areas, y
sus limites, empleando las curvas de nivel de la zona
donde se ubigue. Esto permite conocer la evolucion
temporal de la cobertura superficial de la laguna a me-
dida que ésta se llena o se vacia.

El llenado de una laguna de interconexion implica
la expansion de su cobertura superficial, por lo que la
longitud de los cauces que inciden o salen de ella tien-
de a disminuir. Por el contrario, el vaciado de una lagu-
na de interconexion implica la contraccién de su co-
bertura superficial, con el consecuente incremento de
la longitud de los cauces conectados a ella. Considé-
rese un tramo de cauce limitado por dos lagunas de in-
terconexion en sus extremos, como se muestra en la
ilustracion 31. Dendtese con x, = x,(t) la coordenada
del frente del cauce y con x, = x,(t) la coordenada de
su retaguardia. La designacion de los extremos de un
cauce como “frente” y “retaguardia” es arbitraria, si
bien es conveniente suponer que la direccion prefe-
rencial del flujo durante la avenida serd de la retaguar-
dia hacia al frente del cauce. La dependencia de x,y
X, con respecto al tiempo se determina a partir de la
evolucién de la cobertura superficial de las lagunas
ubicadas en el frente y en la retaguardia del cauce.

38 ingenieria hidriulica en méxico/septiembre-diciembre de 2000



Aldama, A.A., Hidrologia de avenidas. Conferencia Enzo Levi 1998

Los métodos numéricos convencionales, basados en
el empleo de mallas espaciales fijas para la discretiza-
cién de las ecuaciones de movimiento, no pueden ma-
nejar en forma precisa problemas en los que el domi-
nio de flujo es variable, como es el caso del cauce
mostrado en la ilustracién 31. Por lo anterior, Aldama y
Aparicio (1994) vy Aparicio et al. (1999) han propuesto
emplear la siguiente transformacion de coordenadas en
las ecuaciones de movimiento (ecuaciones 181 y 182):

- X% (185)
X (0= x,(0)

T="{ (186)

Al sustituir as ecuaciones 185 y 186 en las ecuacio-
nes 181 y 182 se obtiene:

B(Xf—xr)ili-B 9 o
ot ot dt (187)
aH dx, JdUA
—B(1-£) +——=q(x—Xx)
ot dt ot
boxy2U UG 13U 3
ot 9t dt € dat (188)
. au+ga_H+g(X_ )ZUIUI_
€ 3t £ A3

Evidentemente, la ecuacion 185 permite transformar
el dominio fisico variable x € [x,(t), x{t)] en un dominio
computacional fijo § e [0, 1]. Entonces, es posible em-
plear una malla de tamario constante A para discreti-
zar las ecuaciones 187 y 188. Esto equivale a emplear
una malla adaptiva en el dominio fisico, cuyos elemen-
tos modifican su tamafo de acuerdo con las expansio-
nes o contracciones que sufre la longitud del cauce.
Lo anterior permite simular con precisién el efecto que
la variabilidad temporal del dominio fisico tiene sobre
la dindmica del flujo a lo largo del cauce.

Ahora bien, sean H, y H, respectivamente las eleva-
ciones de la superficie libre del agua en las iagunas de
interconexion ubicadas en el frente y la retaguardia del
tramo de cauce mostrado en la ilustracion 31. Eviden-

temente, x, = x, (H,) y x, = x, (H,), de donde:
X _ ax; dHy (189)
dt  dH; ot
ax, _ adx, dH, (190)
dt  dH, at

Hustracion 31. Cauce ubicado entre llanuras de interconexion.

X=X X=X
: Planta
X

Planao horizontal

Elevacion

Sustituyendo las ecuaciones 189 y 190 en las ecua-
ciones 187 y 188, y empleando un esquema de discre-
tizacion al tresbolillo similar al empleado por Aldama
(1991) en el resultado, se obtienen las siguientes ecua-
ciones en diferencias finitas;

k+1 k k L
Bk Hj+ "Hj ——Bké<H;+1_H;_1 de Hk+1 H;(
! At e 2AE dH; At

H K k

——Bkﬁ £) Hj— Hi | dx, Hfﬂ—/'/;<
ont | aH, At

Ukﬁ/z"\m/z US2A vz

AL

{191)

k+1 / k
~C]/(Jr( Xr)

Utz =Ufare Ufearp=Ulyz [ dx, | HE'—HE
xR o [a%#} At

Uk oo =US d k i+ gk

) j+3/2 i 1/2( X, ] r B
2A8 aH At

(1= 412

k+1 Hk+1 (192)

Ufiajn—UL
+U;~(:11/2 j+3/2 j-12 +g /+1
2AE AE

K
5 Uj+1/2
+tan — Ul =

. 4/3
‘(Rm/z)

donde HJy Uj}., respectivamente representan aproxi-
maciones a H{JAE kAt) y UI(j + 1/2)AE, kAt)); AE, incre-
mento espacial; At, incremento temporal; y &, = JAE. Las
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ecuaciones 191 y 192 representan aproximaciones de
O(AE&% At) vy son respectivamente validas para j = 1,2,
LNy j=1,2,..,N-1, suponiendo que el tramo de cau-
ce en estudio se subdivida en N + 1 tramos de longitud
AE (véase ilustracion 32). Como puede observarse, en
las ecuaciones 191y 192 se ha empleado una discre-
tizacién temporal impilicita, debido a que los esquemas
implicitos poseen mejores propiedades de estabilidad
que los explicitos, lo cual permite emplear intervalos
mucho mayores de integracién en el tiempo, con el
consecuente ahorro de trabajo computacional.
Evidentemente, la ecuacion 192 es aplicable cuan-
do el subindice j se sustituye por j-1, resultando en una
ecuacion de diferencias para U},. Resolviendo la ecua-
cion resultante para Ufy),, la ecuacion 192 para U, y
sustituyendo las expresiones resultantes en la ecua-
cion 191 es posible demostrar que se obtiene un siste-
ma de ecuaciones en el vector de incégnitas H*' =

(H HE . HY de la forma siguiente:
ARHFH = 4 ek 4 gk (193)

donde A* es una matriz tridiagonal de orden Ny b*, ¢*
y d* son vectores de orden N. Tanto A* como b*, ¢*y
d* dependen exclusivamente de informacion corres-
pondiente al instante k. Como puede observarse, en el
término independiente del sistema (ecuacion 193) apa-
recen H*' y H*' (que desde el punto de vista del
tramo de cauce en estudio equivalen, respectivamen-
te, a Hi'y Hi (véase ilustracion 32), gue también son
inoégnitas lo cual destruye la estructura tridiagonal de
dicho sistema.

Adicionalmente, es necesario deducir una forma
discreta apropiada de la ecuacién de continuidad
(ecuacion 184) para las lagunas de interconexion que
gstan en la retaguardia y e! frente del tramo de cauce
de interés. Con tal propdsito, es conveniente modificar
la discretizacién de la ecuacion de continuidad (ecua-

llustracion 32. Sistema coordenado transformado y discretiza-
cion longitudinal del cauce.

Laguna Laguna

E=1

cién 187) para los puntos & = O (retaguardia) y € = 1
(frente). Lo anterior obedece a la conveniencia de de-
finir la elevacion del agua y su velocidad coincidiendo
en esos puntos. Con ese propdsito, considérense las
siguientes aproximaciones de O(A&?) (véase Aldama,
1991):

{ aUA ) _ ~BUAY=0 +IUAYnz /2~ (UA)sne 12
B 345 (194)
O(AE?)

- 9(UA)&=1_A{;/2 + (UA)§=1~—-3AE /2
3

[BUA] _ BUA)g
% (195)
+O(AE?)

Empleando expresiones del tipo de las ecuacicnes
194 y 195, y aproximaciones en diferencias hacia de-
lante y hacia atras de O(AE?) para 0H/d€ en la ecuacion
de continuidad (ecuacién 191), se obtienen las sigu-
ientes ecuaciones discretas de continuidad para los
puntos & = 0y € = 1, respectivamente:

B H/\’+1 __/_//D(
AT
k Kokt gk
g = w4k~ (x| HE - HE (196)
2AE aH, At
+—8U §FAS +9ULE Al —UST2A 1
3AE
="' (xf ~ xf)
BN+1 I/:lﬂ HN+1
AT
'"BN 18HII§I+1—4HII<I"HII§I—1 de Hk+1 I—/;‘ (197)
! 2AE dH, At
+ 8U/’\</111A/I\(/+1 - 9U/I\(/T1/2A//\(/+1/2 + U/l\(/ﬂ/zA/I\(f—wz
3AE

k+17 k k
ZQO+ (Xf —Xr)

Evidentemente H&' = H*'y Hi\ = H}"'. Adicional-
mente, conforme a la ecuacion 192 Ui puede ser ex-
presada como una combinacion lineal de H*'y H}s.
Por tanto, U} Ak puede ser despejada de la ecuaoién
196 y UL Af.,, de la ecuacion 197, produciendo ex-

presiones del tipo siguiente:
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Ug+1Ak - (onk+1 +BOHI<+1 +,Y0Hk+1 +8l6 (198)

k+1 k+1 k+1
UN AN = 0Nt + BRsaHR

k+1
Y RHA S+ O

(199)
donde o.g, Bs, Yo Oor Cners But, Yiws Y Oy SON COEficien-
tes que solo dependen de informacion definida en el
instante k.

Sea n&" la elevacion de la superficie libre del agua
en la laguna de interconexién m, correspondiente al
instante k + 1. Entonces, la ecuacion de continuidad
(ecuacion 184) para esa laguna se puede discretizar
implicitamente como sigue:

dv,, n’r‘n” ny
dnm At

Ar
-z(umAw) (kA ),

(200)

donde los subindices Fy R respectivamente denotan
el F-ésimo tramo de cauce cuyo frente incide en la la-
guna y el RA-ésimo tramo de cauce cuya retaguardia
sale de la laguna. Consecuentemente, F,y R, respec-
tivamente representan el nimero total de tramos que
llegan y que salen de la laguna. Evidentemente, bajo la
hipdtesis de que la superflme libre de la laguna se
mantiene horizontal:

e = (Hkﬂ) =(Hf) ;
F R (201)
para F=12...FryR=12..R;

Sustituyendo las ecuaciones 198, 199 y 201 en la
ecuacion 200 se obtiene una ecuacion del tipo siguiente:

F

.
c;l;n/lfnﬂ - Z(WXIHHII\(IH + 'YN+1 Hk+1 )F
F=1

—Z(BOH“‘HS HE) el
R

(202)

donde {}y 65,s0n coeficientes que dependen exclusi-
vamente de informacion definida en el instante k.

El escurrimiento en la red completa de cauces se si-
mula resolviendo simultdneamente ecuaciones del tipo
193 para cada uno de los tramaos que integran la red,
asi como ecuaciones del tipo 202 para cada una de

las lagunas de interconexién. Evidentemente, el siste-
ma de ecuaciones es poroso, Pero N0 Posee una es-
tructura bandeada. Con el objeto de construir un algo-
ritmo eficiente de solucion del sistema, a continuacién
se presenta la técnica propuesta por Aldama y Apari-
cio {(1994) y Aparicio et al. (1999).

Considérese primeramente la ecuacion 193. El vec-
tor de elevaciones en el tramo de cauce puede ser
expresado como sigue:

Hk+1 — H;]H-'l +HI{(+1G;(+1 +H;(+1G;(+1 (203)

donde H' = (H HE....HE) representa la solucion
“homogénea” del sistema (ecuacion 193), que satisfa-
ce la ecuacion:

AKH[Y = pk (204)

Por otra parte, GI*' = (G5.Gs',...GEYYy G =
(GEL.GR....GR)T respectlvamente representan “fun-
ciones de Green numeéricas” asociadas con la reta-
guardia y el frente del tramo de cauce, y que satisfa-
cen las siguientes formas no homogéneas de la ecua-

cién 193:

AkGfH - ck (205)

ARG = d¥ (206)

Desde el punto de vista fisico, H" representa la res-
puesta del tramo de cauce a una situacién en la que
las elevaciones de la superficie libre del agua en su
frente y retaguardia son nulas. Por otra parte, G’ re
presenta la respuesta del tramo de cauce a una situa-
cion en la que los valores de las elevaciones en el ins-
tante anterior son nulos, la elevacion de la superficie
libre del agua en la retaguardia es unitaria y la corres-
pondiente al frente es nula. Finalmente, G*' represen-
ta la respuesta del tramo de cauce a una situacion en
la que los valores de las elevacicnes en el instante an-
terior son nulos, la elevacion de la superficie libre del
agua en el frente es unitaria y la correspondiente a la
retaguardia es nula.

De acuerdo con las ecuaciones 204, 205 y 206, la
obtencién de H', G*'y G}*' puede realizarse de ma-
nera muy eficiente, ya que ello implica solamente solu-
cionar tres sistemas tridiagonales de orden N. Por otra
parte, conforme a la ecuacién 203, la ecuacién 202
puede ser escrita como sigue:
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Ahora bien, sea e“'=(ni",ns"....n%") el vector de

elevaciones de la superficie libre del agua en las lagu-
nas de interconexion, donde M representa el numero
total de lagunas. Entonces, aplicando la ecuacion 201
a cada una de las lagunas, la ecuacion 207 puede ser
escrita en la forma siguiente:

Kkek+1 = gk (208)

donde K*y f*respectivamente son una matriz cuadra-
da y un vector, ambos de orden My con elementos
que dependen exclusivamente de informacion defini-
da en el instante k.

Las ventajas computacionales del enfoque descrito
se vuelven ahora evidentes. Supdngase que existen P
tramos de cauce en la red vy, por facilidad en la argu-
mentacion, que todos ellos se subdividen en N inter-
valos espaciales. Recordando gue M representa el nu-

llustracion 33. Hidrogramas registrado y calculado en la
estacion Las Gaviotas.
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mero de lagunas de interconexidn, la solucion simulta-
nea de P sistemas del tipo de la ecuacién 193 y de M
ecuaciones del tipo 202, implica resolver un sistema
de ecuaciones no bandeado de orden NP + Men cada
intervalo de tiempo, lo cual requiere realizar un ndmero
de operaciones de O(NP + M) si se empleara un mé-
todo directo de solucion (Dalhquist y Bjorck, 1974). El
algoritmo de las funciones de Green numéricas antes
presentado implica resolver los tres sistemas de tridia-
gonales de orden N (ecuaciones 204 a 206) en cada
tramo de la red y un sistema de orden M, en cada inter-
valo de tiempo. Esto requeriria realizar un ndmero de
operaciones de O(NP + M?) (Dalhquist y Bjorck, 1974)
gue es mucho menor que O(NP + M),

El modelo descrito ha sido empleado para simular la
inundacion que ocurrié en mayo de 1970 en la cuenca
baja del rio Grijalva, cuya hidrografia se muestra en la
ilustracion 30. En la ilustracion 33 se muestra una com-
paracion entre el hidrograma registrado en la estacién
hidrométrica Las Gaviotas y el calculado con el mode-
lo. Como puede obsetvarse, la correspondencia entre
ambos es muy satisfactoria. La evolucidn de las zonas
inundables se muestra en las ilustraciones 34 a 38.

llustracién 34. Evolucion de las zonas inundables en la cuenca
del rio Grijalva. Condiciones iniciales.
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llustracién 35. Evolucién de las zonas inundables en la cuenca
del rio Grijalva. Tiempo = 126 horas.
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Conclusiones

Se han presentado diversos métodos desarrollados por
el autor y sus colaboradores en el tema de hidrologia
de avenidas. En particular, se ha mostrado un método
de trénsito inverso de avenidas para la estimacion de
hidrogramas de ingreso a vasos, gue no propaga erro-
res en el tiempo. También se ha demosirado la inde-
pendencia funcional de los principales parametros que
caracterizan una avenida: gasto pico, tiempo pico y
volumen. Esto permite emplear esa terna en una des-
_cripcién probabilista multivariada de un hidrograma de
disefic. Se ha desarrollado una soluciéon analitica del
problema de transito de avenidas en vasos, lo que ha
permitido realizar un analisis de la sensibilidad que
exhibe la respuesta de los vasos de almacenamiento a
variaciones en los pardmetros gque caracterizan hidro-
gramas de ingreso. Con base en este analisis se ha
concluido que la respuesta de los vasos es igualmente
sensible a variaciones en el gasto pico vy el volumen,
siendo en cambio practicamente insensible a variacio-
nes en el tiempo pico. Esto permite simplificar la ca-
racterizacion probabilista de hidrogramas de disefio,
haciendo posible el uso de distribuciones bivariadas
de extremos en las que las variables aleatorias son el

llustracion 36. Evolucién de las zonas inundables en 1a cuenca
del rio Grijalva. Tiempo = 204 horas.
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15
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gasto pico y el volumen. Por medio del uso de estas
distribuciones se ha desarrollado una metodologia que
emplea el concepto de periodo de retarno conjunto.
Asi, el problema de determinar la avenida de disefio
de una presa se plantea como un problema de opti-
mizacién no lineal, en el que se maximiza el efecto de
una avenida (caracterizada por su gasto pico y su vo-
jurmen con un periodo de retorno predeterminado.

Por otra parte, se comparan diversos métodos de
minimos cuadrados para la estimacion de los parame-
tros del método de Muskingum para el transito hidrolé-
gico de avenidas en cauces. También se establecen
las propiedades de estabilidad y factibilidad fisica del
método de Muskingum y se demuestra que este méto-
do no es una aproximacion discreta de la ecuacion de
adveccion-difusion. Posteriormente se procede a pre-
sentar un método para el transito hidrolégico de aveni-
das en cauces con base fisica. Por medio de ejemplos
numéricos se demuestra la bondad del método para
fines de prondstico.

Finalmente, se aborda el tema de hidrologia de re-
des de rios. Se considera primeramente el problema
de disefiar obras para control de avenidas en redes de
rios cuando se carece de informacién hidrométrica en
el sitio en el gue se construira la obra y solo se cuenta
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{lustracion 37. Evolucion de las zonas inundables en la cuenca
del rio Grijalva. Tiempo = 306 horas.

o4 Est. Las Gaviotas

Est. Teapa
Est. Puchucalco

Est. Puyacatengo

con datos de gastos maximos en sitios ubicados aguas
arriba. Por medio del uso de distribuciones de proba-
bilidad multivariadas de valores extremos se determina
la avenida de disefio con un periodo de retorno pre-
scrito mediante una metodologia similar a la empleada
para estimar avenidas de disefio de presas. Para el
caso del transito hidraulico de avenidas en redes de
rios con lagunas de interconexion, se desarrolla una
metodologia basada en el uso de una transformacion
de coordenadas que permite simular con precision el
efecto que tiene el vaciado y llenado de las lagunas
sobre los cauces de la red. Asimismo, se propone un
algoritmo altamente eficiente para resolver el sistema
de ecuaciones resultante, que emplea el concepto de
funciones de Green numéricas.
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Abstract

Aldama, A., "Flood hydrology”, Hydraulic Engineering in Mexico (in Spanish), vol. XVI, num. 3, pp. 5-46
September-December, 2000. )

Flood hydrology is a topic of significant relevance nowadays, in view of the damages recently produced
by flooding events throughout the world. This paper presents the results of a series of investigations per-
formed by the author and his collaborators on the subject matter. In particular, methods for the estimation of
design floods for dams and river networks, for hydrologic flood routing in river channels and for hydraulic
flood routing in river networks are discussed.

Keywords: inverse routing, design flood parameterization, design hydrographs, extreme value multivariate
probability distributions, joint return period, Muskingum method, advection-diffusion equation, flood fore-
cast, interconection lagoons.
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