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Introduccion

La mayor parte de los modelos conceptuales de la
conductividad hidraulica que aparece en la ley de Dar-
cy generalizada a los suelos no saturados estan basa-
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En este trabajo se estudia, desde un punto de vista tedrico, la conductividad hidraulica que in-
terviene en la ley de Darcy generalizada a los suelos no saturados. La relacion entre el conte-
nido volumétrico de agua y la conductividad hidréulica se establece a partir de la hipdtesis de
que las leyes de Foiseuille y Darcy describen el movimiento del agua en los niveles microscopi-
co y macroscdpico, respectivamente. En la emergencia de la ley macroscdpica, a partir de la
ley microscdpica, se hace la distincion entre los radios de poro que definen la porosidad areal
y la porosidad volumétrica. Las relaciones entre los radios y las porosidades han sido estableci-
das a partir de los conceptos de la tortuosidad de las irayectorias del movimiento del agua y
de la correlacién entre los poros. Conceptos que tienen como base una relacion entre la porosi-
dad volumétrica total y la dimension fractal del suelo. Esta distincién ha permitido obtener un
modelo conceptual de la conductividad hidrdulica, al cual se-le han introducido las hipctesis
cldsicas relativas a los pesos de los radios en la resistencia ofrecida al movimiento del agua por
el suelo, gracias a lo cual se tienen diferentes modelos particulares. Una simplificacién de estos
modelos ha conducido a reencontrar los modelos clédsicos propuestos en la literatura. Las co-
rrecciones empiricas aportadas a los modelos cldsicos de la conductividad hidrdulica relativa
a la conductividad hidrédulica a saturacion se justifican en el formalismo de la geometria fractal.
Las correcciones dependen del valor de la dimensidn fractal de cada suelo.

Palabras clave: ley de Poiseuille, ley de Laplace, tortucsidad, dimension fractal, porosidad
volumétrica, porosidad areal.

dos en la ley de Poiseuille. Se encuentra una primera
familia de modelos en los trabajos de Purcell (1949),

Gates y Lietz (1950), y Childs y Collis-George (1950).
Estos modelos estan fundados en imagenes de me-
dios porosos asimilados a tubos cilindricos o esferas,
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proporcionadas por la geometria de Euclides, o en con-
sideraciones probabilisticas. Se encuentra también
una segunda familia de modelos en los trabajos de
Burdine (1953), Fatt y Dykstra (1951), Millington y Quirk
(1961), Mualem (1976), etcétera. La segunda familia
es, en términos generales, la misma que la primera,
pero con correcciones empiricas. Los autores justifi-
can sus correcciones diciendo que la geometria del
suelo es lo suficientemente irregular o “tortucsa” para
que modelos geométricos simplistas expliquen todo.
¢ Tienen razon?

Una tentativa de unificacion de los modelos geomé-
tricos de la conductividad hidrdulica de los suelos no
saturados es propuesta por Mualem y Dagan (1978).
Estos autores consideran que los “modelos geométri-
cos” son, de hecho, modelos probabilisticos porque
pueden ser deducidos a partir del modelo probabilisti-
co propuesto por Childs y Collis-George (1950). Mua-
lem y Dagan logran deducir la parte conceptual de los
modelos, pero no proporcionan una explicacion conci-
sa para las correcciones empiricas introducidas.

El objetivo de este trabajo es la aplicacion del for-
malismo de la geometria fractal para justificar las co-
rrecciones empiricas aportadas a los modelos ante-
ricrmente citados.

Para alcanzar el objetivo se expone el concepto de
tortuosidad, introducida para corregir la ley de Poiseui-
lle. Después se deducen los principales modelos clési-
cos a partir de los modelos extremos propuestos por
Purcell (1949), y Childs y Collis-Geaorge (1950). Ense-
guida se exponen brevemente los conceptos necesa-
rios de la geometria fractal para explicar las correccio-
nes empiricas. Finalmente se deduce un conjunto de
modelos de la conductividad hidraulica, incluidos aque-
llos presentados en la literatura, tomando como base
los trabajos de Mualem y Dagan (1978) y Fuentes et al.
(1996, 1998).

El concepto de tortuosidad

LLos modelos que relacionan la conductividad hidrauli-
ca con la geometria del medio poroso se fundamentan
en dos leyes: a) la ley de Darcy en la escala “macros-
copica”, y b) la ley de Poiseuille en la escala “mi-
croscopica”. Adicionalmente, para definir el tamario
del capilar que interviene en la Ultima, se utiliza la ley
de Laplace.

La ley de Darcy unidimensional vertical establece
que el gasto por unidad de superficie de suelo o flujo
(q), es proporcionado por:

oH
q=—K¥ (1)

donde K es un coeficiente denominado conductividad
hidraulica del suelo; H es el potencial hidraulico, igual
a la suma del potencial de presion del agua en el sue-
lo, expresado como la altura de una columna equiva-
lente de agua (), y el potencial gravitacional, asimila-
do a la coordenada vertical (2).

La ley de Poiseuille establece que la velocidad me-
dia (v) en un tubo de radio R es proporcionada por:

Vz_Cwa_g/q?a_H i (2)
m 0z

donde p,, es la densidad del agua; n, su coeficiente de
viscosidad dinamica, y g la aceleracion gravitacional.

En la ecuacion 2 se ha introducido un coeficiente
de forma adimensional (C;) que toma en cuenta la for-
ma irregular del perimetro de los poros: en un poro cir-
cular C; = 1/8. Si R es tomado como el radio hidrauli-
co, C; es llamado coeficiente de Koseny (Bear, 1972):
C; = 0.5 para un circulo; C; = 0.562 para un cuadrado;
C; = 0.597 para un triangulo equilatero, y C; = 0.667
para una placa.

La ley de Laplace relaciona la presién del agua en
el suelo con un radio de poro, definido por:

_ 2ocos(a)
pwaV

R= (3)

donde o es la tension superficial en la interfaz agua-
aire y o es el angulo de contacto formado por esta in-
terfaz con las particulas del suelo.

El concepto de tortuosidad en la teoria clasica de la
conductividad ha sido introducido para corregir la ley
de Poiseuille (por ejemplo, Dullien, 1979). La tortuosi-
dad se define como:

d.
T:im (4)

donde z; representa la trayectoria "real” que sigue el
agua en el medio poroso (ver ilustracion 1).

Las velocidades en el sentido de Poissuille sobre la
trayectoria rectilinea (v) y sobre la trayectoria tortuosa
(v;) se definen de la manera siguiente:

az az
= —, Vf :—f' (5)
at dt

v
donde t es el tiempo.

La combinacion de las ecuaciones 4 y 5 conduce
a la siguiente relacidn entre las dos velocidades vy la
tortuosidad:
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llustracion 1. El concepto de tortuosidad: a) la velocidad ves
referenciada a la trayectoria z del movimiento; b) la velocidad v;
es referenciada a la trayectoria “tortuosa” del movimiento.

0

T:ﬁ21 (6)
v

La velocidad tortuosa se define con la férmula de
Poiseuille, evaluando el gradiente hidraulico sobre la
trayectoria tortuosa, es decir:

sz_cfp_Wg_Rza_H

M 0z; )

La relacion entre el gradiente evaluado sobre la tra-
yectoria rectilinea (dH/9z) y sobre la trayectoria tortuo-
sa (dH/dz;) se deduce a partir de la ecuacion 4: dH/dz
= T(dH/9z;). Con esta relacién, y considerando la ecua-
cion B, se encuentra la velocidad rectilinea corregida
por el efecto de tortuosidad:

2
v=—c,Pud| B} oH (8)
n \T) o0z

La comparacién entre las ecuaciones 2 y 8 permite
deducir que la velocidad rectilinea esta de hecho de-
terminada no por el radio del capilar (R) que acompa-
fa a la trayectoria tortuosa, sino por un radio perpendi-
cular a la trayectoria rectilinea (A,). De la ilustracién 2
se infiere que:

v R
7Y _
v R, ()
La ecuacion 8 toma la forma:
oH
v=-C,Red gz 2 (10)
n 0z

es decir, la correccion a la ley de Poiseuille original
consiste simplemente en la introduccion del radio per-
pendicular que le corresponde a la trayectoria rectili-
nea. Esta observacion es muy importante, ya que en
ocasiones no se toma en cuenta que el radio que de-
termina la presion del agua en el suelo es, en general,
diferente del radio que determina la velocidad “ma-
croscopica” del agua en el suelc.

La relacién entre las escalas microscépica y ma-
croscopica, es decir entre la ley de Poiseduille y la ley
de Darcy, se obtiene bajo el razonamiento siguiente:
considérese el movimiento en la direccién del eje zy
hagase un corte perpendicular al eje; se obtienen dos
secciones de area total A; cada una. El gasto o volu-
men que atraviesa un area elemental dA en la unidad
de tiempo es dQ = vdA. El gasto con respecto al area
total correspondiente es proporcionado por dg = vdw,
donde dg = dQ/A;y dw = dA/A;, g es el flujo o veloci-
dad de Darcy y dw es una fraccion del area de los
poros relativa al area total de la seccién transversal del
suelo.

El flujo total, con la ayuda de la ecuacion 10, se ob-
tiene de la siguiente manera:

g oH
q=Jvdm=—C,E—9——jH§dm (11)
Q n 0z Q

donde Q representa el dominio de los poros llenos con
agua.

Es importante observar que o es una medida del
area perpendicular a la direccidn macroscopica ex-
puesta por los poros, es decir w esta relacionada con
A, mientras que la medida del volumen de los poros
(V) relativa al volumen total de suelo (V;), denotada
por 8 y definida de manera que db = dV/V; esta rela-
cionada con el radio perpendicular a la trayectoria tor-
tuosa (F). El area total de los poros expuestos, relativa

llustracién 2. L.os tridngulos semejantes formados por los
radios y las velocidades.

2R

2R
s 2R

l 2Rs
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al area total del corte perpendicular del suelo, o porosi-
dad areal total (i), es proporcionada por:

do =

Jao=u (12)
Qr

y el volumen total de los poros relativo al volumen total

del suelo considerado, o porosidad volumétrica total

(9), es proporcionado por:

Jd9=¢

Qr

(13)

donde Q;representa el dominio total de los poros.

La identificacion de las ecuaciones 1y 11 propor-
ciona una expresién conceptual de la conductividad
hidraulica:

K=c, 2 [Ride (14)
n Q

Es comodo separar los diferentes efectos sobre la
conductividad hidréulica debidos a las propiedades
del fluido y la geometria del suelo, introduciendo el
coeficiente de permeabilidad (k), denominado tam-
bién permeabilidad intrinseca, definido de modo que
K = kp,g/m, esto es:

= R2
k=C; [ R2aw (8
Q
El valor de la permeabilidad, cuando el conjunto de

los poros esta totalmente lleno con agua, es (lamado
permeabilidad total o saturada (k) y esté definido por:

k, =C, jﬂgdm

Qr

(16)

La permeabilidad con respecto a este valor, o per-
meabilidad relativa (k,), se define por:

k = klk, = _[Rﬁdm / R2da ()
Q or

La interpretacion de las diferentes variables en la
ecuacioén 17, asf como la manera de integrarla han con-
ducido a numerosos modelos que describen la conduc-
tividad hidraulica, como se puede constatar en la lite-
ratura (Purcell, 1949; Gates y Lietz, 1950; Childs y
Collis-George, 1950; Burdine, 1953; Fait y Dykstra,
1951; Marshall, 1958; Wyllie y Gardner, 1958; Millington
y Quirk, 1961; Kunze et al., 1968; Mualem, 1976). Mualem
y Dagan (1978) hacen una revision de estos modelos.

Teniendo como marco de referencia la geometria
fractal (Rieu y Sposito, 19914, b; Fuentes et al., 1998,
Olescho et al., 1997) se analizaran las correcciones
empiricas introducidas desde hace medio siglo en la
blusqueda desenfrenada del “mejor modelo™ de pre-
dicciéon de la permeabilidad.

Los principales modelos clasicos de la conductivi-
dad presentados en la literatura se deducen a partir de
los dos modelos extremos propuestos por Purcell
(1949)-Gates y Listz (1950) y Childs y Collis-George
(1950).

Los modelos clasicos de la conductividad
hidraulica

Modelos extremos
¢ E| modelo de Purcell

Purcell (1949) observa que en un sistema de capilares
paralelos en donde el factor de tortuosidad es inde-
pendiente del tamafio de poro, el factor de tortuosidad
es el mismo para cada capilar (T = T, = constante) y
gue el area de flujo o porosidad areal es igual a la
porosidad volumétrica (), es decir:

de(ry=adb(r)=f(r)dr (18)

donde f(r) es la funcidn densidad de la porosidad
volumétrica.

La introduccién de la ecuacién 18 en la ecuacion
15 con R, = r/T, permite obtener la permeabilidad:

Ke)= < [ 7 (19)
29
donde:
A
8(R) = j Fr)ar (20)

Cuando 6 = ¢ se obtiene de la ecuacion 19 la per-
meabilidad total (k). Gates y Lietz (1950) sugieren mul-
tiplicar la ecuacién 19 por una funcién empirica del
contenido de agua (8) para reproducir los datos expe-
rimentales de la permeabilidad.

¢ El modelo de Childs y Collis-George

Childs y Collis-George (1950) atacan el problema de la
estimacién de k(8) desde un punto de vista probabilis-
tico: sean dos secciones paralelas dé suelo situadas
en x e y sobre la trayectoria rectilinea, y considérese
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que la funcién densidad de la porosidad volumétrica
f(r) es la misma en las dos secciones e iguales al area
de flujo. Si ry p designan los radios de los poros de la
primera y la segunda seccion, respectivamente, la pro-
babilidad del intervalo que contiene r es precisamente
igual al area representada por db(r) = {r)dry la proba-
bilidad del intervalo que contiene a p sobre la otfra sec-
cion es igual a db{p) = f(p)dp. La probabilidad de que
los poros representados por estos intervalos se en-
cuentren de una manera completamente aleatoria en
una posicion (z) intermedia a x e y es el producto de
las dos probabilidades. El producto de las areas ele-
mentales dB(r) y dB(p) representa el area comin de
flujo:

do(r, p)=adb(r)dd{p)=f(r)dr f{p)dp 21

Considerando la ecuacion 21y asumiendo R, = R/ T,,
con T, = constante, la permeabilidad definida por la
ecuacion 15 toma la forma:

o
Ts

C
k=21 sze(r)de(P)=?é— jﬂj RE(r)ar fp)ap (22

Q

Para evaluar la integral de la ecuacion 22, los auto-
res suponen que la resistencia al flujo es determinada
por el poro que tiene el tamafo mas pequefio. La re-
presentacion integral de esta hipdtesis es proporciona-
da por Brutsaert (1967) y ulteriormente refinada por
Mualem (1976). La hipotesis se traduce como sigue:

R =min{r.p) (23)

La hipotesis de la ecuacion 23 permite expresar la
ecuacion 22 del modo siguiente:

2C, §
—T—z—’ J. [0 —®]r?a (24)

0 o

k() =

donde 6(R) esta definida por la ecuacion 20. Para los
detalles de la integracién ver Brutsaert (1967) y Mua-
lem (1976).

Mualem y Dagan (1978) sefialan que el modelo de
Purcell puede ser formalmente deducido del modelo
de Childs y Collis-Gearge si el area comun de flujo
dada por la ecuacion 21 es redefinida como de(r,p) =
fir)dr &(p — r)dp, donde 6 designa la densidad de Dirac.

En términos probabilisticos, el modelo de Purcell re-
presenta una correlacion completa entre las dos sec-
ciones, mientras que el de Childs y Collis-George re-
presenta una decorrelacion completa.

La introduccién del grado de saturacién S(R) defini-
da de manera que:

6(R) = 6S(A) (25)

y tal que 0 < S(R) < 1, en las ecuaciones 19y 24 permi-
te deducir;

1

k= %jﬂds o (26)
0o
2C, |
k, =| =2 J (1-SYr2ds |2 (27)
¢

es decir, en el modelo de Purcell, k; es proporcional a
¢, mientras que en el de Childs y Collis-George k, es
proporcional a ¢°. Estos dos modelos representan los
comportamientos extremos posibles.

Modelos particulares
* El modelo de Burdine

El modelo propuesto por Burdine (1953) para la per-
meabilidad relativa se deduce de la ecuacion 17, con
la hipétesis de Purcell (1949), definida por la ecuacion
18, haciendo R, = r/T, e introduciendo la relacién em-
pirica para la tortuosidad T(R) = T, [¢/6(R)], obtenida
mediante calibracién del modelo sobre los datos expe-
rimentales, suponiendo que la tortuosidad es una fun-
cion Unicamente del radio de poro mayor, es decir de
la humedad:

2 ) Iy
kr(9)=(9—] [r2ao / [r2aw (28)
0 1% S0

representa una correccion al modelo de Purcell (1949).
e £l modelo de Fatt y Dykstra

Fatt y Dykstra (1951) proponen una ecuacion alternati-
va, partiendo de la hipdtesis de una dependencia en
potencia entre la tortuosidad y el radio de los poros:

T(r)=c/r® - (29)

donde ¢y b son dos constantes positivas.

Con la introduccion de R, = /T = r'*?/c y de la hipo-
tesis de Purcell, definida por la ecuacion 18 en la ecua-
cion 15, se deduce el modelo de Fatt y Dykstra de la
permeabilidad relativa:

8 o)
k,(e)=jr2(‘+b>dﬁ / J' rtd)gy (30)
o] 0
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El modelo de Fatt y Dykstra representa otra correc-
cién al modelo de Purcell (1949). Los autores obtienen
un valor de b cercano a 1/2 a través de la calibracion
del modelo de la ecuacién 30 sobre los datos experi-
mentales de algunos suelos. Sin embargo, ellos reco-
nocen que esta potencia varia en funcion del tipo de
suelo.

* E| modelo de Wyllie y Gardner

El razonamiento de Wyllie y Gardner (1958) tiene un
cierto parecido con el de Childs y Collis-George (1950).
Ellos suponen que la probabilidad del encuentro de
una seccion con poros de radios rcon los poros de una
seccion vecina es proporcional a 8(R)r). La probabili-

A
dad acumulada es proporcional a 8(H) j f(r)dr = 62(R).

0
Wyllie y Gardner consideran que esta probabilidad re-
presenta la reduccion del area de los capilares de ra-
dio r por un factor proporcional a 8(R). El modelo de la
permeabilidad correspondiente se deduce de la ecua-

cion 15, definiendo R, = r+/8(R)/T, con T, = constante,
y considerando la hipotesis de Purcell (1949) definida
por la ecuacion 18, es decir:

R 2
k(ﬁ):%cj (r e(R)) o(R(r\clr (31)

0 o0

donde ¢ es un coeficiente de proporcionalidad.

Los autores deducen precisamente la expresion de
la permeabilidad relativa propuesta por Burdine. El
modelo de Wyllie y Gardner es considerado como la
justificacién tedrica del modelo semiempirico de
Burdine.

e F| modelo de Millington y Quirk

Millington y Quirk (1861) exploran un enfoque interme-
dio enire los modelos de Purcell y de Childs y Collis-
George. Ellos consideran una correlacion parcial entre
las dos secciones. El factor de correlacion es introdu-
cido en el area total, es decir:

oo oo

J j dw (r,p)= 0" (32)

00

con 1 < m< 2. Recuérdese que m = 1 corresponde al
modelo de Purcell y m = 2, al modelo de Childs y Co-
llis-George.

Millington y Quirk proponen un método para estimar
el parametro m, razonando de manera similar a Childs

y Collis-George (1950). Haciendo la porosidad areal
de cada seccion igual a ¢°, el area comun de flujo es
0° 9% = ¢%, es decir m= 2sy 1/2 < 5 < 1. Teniendo en
cuenta que el area de flujo es menor que €l area de
cada seccion, 0 < ¢* < ¢° < 1, ellos argumentan que
el area de los solidos debera ser la mayor posible para
gue sea el complemento del area de flujo, la toman
como (1 - ¢)°y, en consecuencia ¢*° = 1 - (1 — ¢)°. Los
autores seleccionan un valor "medio” s = 2/3, es decir
m = 4/3. Después deducen una formula de k bajo la
hipétesis de que el area comun de flujo es proporcio-
nada por una madificacion de la ecuacién 21, y con-
siderando la ecuacién 25 do(rp) = q)“’SdS(p)dS(r).
Integrando la ecuacion de la permeabilidad con las
mismas hipdtesis hechas por Childs y Collis-George,
los autores obtienen el modelo de k, siguiente (ver
ecuacion 27):

1
k= 24 [11-5] réais (33)
o]

0

De acuerdo con Mualem (1978), el modelo de Mi-
llington y Quirk que proporciona la permeabilidad rela-
tiva se obtiene generalizando la ecuacion 33:

4/3| g Iy
k.(8) = m j(e —9) rids / j 0—9)r2dd| (34)
¢ o

0

Este modelo representa entonces una correccion al
modelo de Childs y Collis-George (ecuacién 24).

Kunze et al. (1968) reemplazan empiricamente el
exponente 4/3 de la ecuacion 21 por la unidad.

El modelo de Mualem

Mualem (1976), a diferencia de Childs y Collis-George
(1950), proporciona un poco mas de peso al poro gran-
de en la resistencia del medio poroso al flujo. El mode-
lo se deduce de la ecuacién 15, considerando que R
es la media geométrica de los radios de las dos sec-
ciones, es decir R% = rp/T 2. El modelo de la permeabi-
lidad relativa se deduce aceptando la hipétesis de
Childs y Collis-George (1950) definida por la ecuacién
21, a saber:

112[ g 0 2
k,(@):M frato / [reto (35)
q) a 0

donde el término (6/¢)"2 representa una correccién em-

pirica que incluye los efectos de tortuosidad y de correla-
cién entre las secciones; la potencia 1/2 es aproximada.
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Citar todas las referencias en las cuales este mode-
lo ha sido utilizado desde su publicacion en 1976 esta
fuera de cuestién, ya que la lista seria muy larga. Nos
limitaremos a hacerle un analisis ulteriormente.

Los modelos clasicos de la permeabilidad expues-
tos lineas arriba seran establecidos a partir de los
conceptos de la geometria fractal. Para comenzar se
introduce la conceptualizacion fractal del radio per-
pendicular a la trayectoria rectilinea (R,), posteriormen-
te se mostraran ciertas hipotesis simplificadoras, con
el objetivo de comprender mejor las diferencias entre
los modelos, que algunas veces seran muy sutiles.

El suelo como un objeto fractal

Para explicar las correcciones empiricas en los mode-
los clasicos de la conductividad hidraulica, se introdu-
cen algunos conceptos basicos de la geometria fractal.

Definiciones

El tamafio de un subconjunto cubierta. Se define el ta-
mafio | Ul = r de un subconjunto U no vacio de R,
donde E es la dimension de Euclides (aqui £=3) y R,
el conjunto de los nlmeros reales, como el limite de las
distancias mas grandes enire fodo par de puntos xe y
en U:| Ul = sup{l x-yl:xyeU}. Si {U}, es una colec-
cion contable (finita o infinita) de conjuntos, cuyos ta-
marios son inferiores o iguales a r, que cubre un con-
junto £ asi F es un subconjunto de la unién de los
conjuntos U, con 0 <| U}l = r;< 1, se dice que {U}] es
una r-cubierta de F.

La medida de Lebesgue. Para un subconjunto F de
%RE se define para cada r> 0 la medida siguiente:

EF)=inf{ 3 rE o, =1Uj|;{Uj},r—cubierta de Ft (36)
i

La medida E-dimensional de Lebesgue del conjun-
to F, denotada por L5(F), se define como el limite de la
ecuacién 36 cuando rtiende a cero:

LE(F)=lim LE(F) (37)
r—0

Existen subconjuntos del conjunto de los nimeros
reales, cuya cantidad de elementos es igual al propio
conjunto de los numeros reales y que su medida de
Lebesgue es cero. El ejemplo clasico es el conjunto
perfecto de Cantor, un subconjunto del intervalo [0, 1].
Este conjunto tiene entre sus propiedades la de no
contener ningun intervalo, esto es, el conjunto de Can-
tor esta formado sdlo por puntos y cada uno de ellos

es de acumulacion.

Se hace notar que la medida de Lebesgue no hace
diferencia entre un punto aislado y el conjunto de Can-
tor; los dos conjuntos tienen medida de Lebesgue cero
y es deseable poder hacer una diferencia entre estos
dos conjuntos. También existen conjuntos que sin con-
tener ningun intervalo tienen medida de Lebesgue po-
sitiva, como los llamados conjuntos “gordos” de Cantor
que estan formados sélo por puntos de acumulacion.

Por lo tanto es conveniente definir una medida mas
“fina” que la de Lebesgue y que haga diferencia entre
puntos aislados y el “polvo” de Cantor. Una medida
capaz de diferenciar fractales.

La medida de Hausdorff. Para un subconjunto F de
RE se puede definir para cada r > 0 la siguiente medi-
da (Falconer, 1990):

HE(Fy=inf > rf i, =\Uj‘;{Uj},r—cubierta de F} (38)
i

donde S es un nimero no negativo, no necesariamente
entero.

Cuando se esta interesado en minimizar, para cada
cubierta de F de tamafios inferiores o iguales a r, la
suma de los tamarnos de los conjuntos cubiertas a la
potencia S, la clase de cubiertas admisibles de F se
reduce a medida que r disminuye (Falconer, 1990); esto
implica que el infimum de la suma disminuye y tiende
a un limite cuando r tiende a cero. Es decir:

H3(F)= fim HZ (F) (39)
r—»
donde HF) es la medida S-dimensional de Hausdorff
del conjunto F.

La dimensién de Hausdorff-Besicovich. Un gréfico
de H%F) en funcion de S (0 < S < E) muestra que existe
un valor critico de S donde la medida de Hausdorff sal-
ta de « a 0 (Falconer, 1990). Este valor critico es llama-
do dimensién de Hausdorff-Besicovitch del conjunto F.

La dimension fractal de Mandelbrot. Si F es cubier-
to por una coleccion finita de conjuntos (j= 1, 2,..., N))
de la misma forma y tamafio (r), de las ecuaciones 38
y 39 se obtiene:

HP = IimLN,rDJ (40)
r—0
Usando esta relacion y la continuidad de la funcién
logaritmo, Mandelbrot (1983) define una nueva dimen-
sién como sigue:

D= Iim{——-———log(N’) (41)

r=0 log(H/r)
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Se puede demostrar que se satisface la desigual-
dad siguiente: dim(Hausdorff-Besicovich) < (dim(Man-
delbrot). La dimension de Mandelbrot es facil de calcu-
lar y usualmente aproxima rapidamente la dimension
de Hausdorff-Besicovich, de dificil calculo.

La ecuacion 40 indica que si el suelo se considera
como un objeto fractal, el nimero de conjuntos cubier-
tas de tamafo r es inversamente proporcional a r”
cuando r — 0, es decir:

D
N, = (ﬁ] (42)

r
Se pueden construir conjuntos en los cuales el nu-

mero de conjuntos cubiertas de radio r satisfaga de
manera exacta la formula 42 para todo r, por ejemplo:
a) El polvo de Cantor:

E=1,L=0,H=1, D=log(2)/log(3) = 0.6309
b) El tapiz de Sierpinski:

E=2,L=0 H=1, D=log(8)/log(3) = 1.8928

¢) La esponja de Menger:

E=3,L=0 H=1, D=log(20)/log(3) = 2.7268

D
N, = [1] (43)
r

- logi.) ”

log(¥/r)

En estos conjuntos:

Volumen del cuerpo paralelo.

Se define el cuerpo r-paralelo P, de un conjunto F por
P.(F) = {xe RE|x-yl< r, ye F}. El volumen del cuer-
po paralelo se obtiene como el producto del volumen
del conjunto cubierta, es decir crf donde ¢ es un
coeficiente de forma (¢ = 1 si las cubiertas son para-
lelepipedos), y del numero de cubiertas, esto es,
volz (P) = N. crf. Considerando la ecuacion 42, se
obtiene cuando r — O:

E-D
volg(P)= oHE(-/;-J (45)

La formula 45 puede ser utilizada para estimar la
dimension fractal a partir del volumen del cuerpo para-
lelo. Es decir:

Iog[volE P )/cHE]
D=FE—lim
r—0 log(H)

(46)

Notemos que el volumen del cuerpo paralelo del
fractal no es igual al volumen de la cascara, esta dlti-
ma definida por C, (F) = {xe RE-F{x-yl<r ye F}.

La masa contenida en los conjuntos cubiertas. La
masa en la geometria de Euclides es proporcional al
volumen de los conjuntos cubiertas m, e rf. En la geo-
metria fractal, £ se reemplaza por la dimensién fractal
(Mandelbrot, 1983) m, e r®. De esta relacién se puede
inferir que la medida de Hausdorff, definida por las
ecuaciones 38 y 39 con S = D es, de hecho, una medi-
da de masa. Esta proporcion se transforma en una
igualdad con el auxilio de la escala H, definida por la
ecuacion 40: m, = my, (1H)®, donde mj, es la masa co-
rrespondiente a r= H. Puesto que en la ecuaciones 40
y 45 se han considerado conjuntos cubiertas de la mis-
ma forma, se tiene m,, = p,;cHE, donde la densidad p,,
corresponde a r = H. En otros términos, se puede es-
tablecer que cuando r— 0:

D
m, = pHcHE[é—] (47)

Sila masa se expresa como m, = p,cr, la densidad
{p,), considerando la ecuacién 47, gueda definida por

(r—0)
E-D
oo 2 )
p

De acuerdo con las ecuaciones 42, 45, 47 y 48, se
satisfacen los limites siguientes:

pHCHE = r’m[/\lrmr] (49)

poH® = lim[p,vole (R (50)

Se puede definir una densidad (<p, >), de modo
gue la masa contenida en los conjuntos cubiertas sea
obtenida a partir del volumen del cuerpc paralelo.
Cuando r— 0:

m, =<p, >Vvolg(F) (51)

2D-E
<p, >=p,| = (52)
Pr>=pPy H

donde:
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La relacion superficie-volurnen de Mandelbrot. Pues-
to que el volumen (V) es proporcional a L3y el &rea (A)
a L? donde L representa una longitud, V'® es propor-
cional a A" en la geometria de Euclides. De acuerdo
con Mandelbrot, en la geometria fractal V' es propor-
cional a A"P, donde D es la dimensién fractal (Mandel-
brot, 1983). Esta proporcién puede ser generalizada
de la manera siguiente:

(53)

DIE
SuP¢ (F) = vole ()

La equivalencia superficie-masa. El volumen de
cada conjunto cubierta es proporcionado por crf. De la
ecuacion 53 se obtiene la proporcion: supg (U) oo 2.
Considerando la ecuacion 47 se establece la equiva-
lencia siguiente:

Mg (F) o< supg(F) (54)

Cuando se reemplaza la masa por la superficie en
las ecuaciones 47 a 52, la densidad p,, en lugar de re-
presentar el contenido de masa en una unidad de volu-
men, representa el contenido de superficie en una
unidad de volumen correspondiente a r= H.

Relacién entre la dimensién fractal y la porosidad

Para explicar las correcciones empiricas introducidas
en los modelos de Purcell y Childs y Collis-George de
la permeabilidad, nos apoyaremos en el enfoque de
Millington y Quirk (1961). Especialmente se ofrecera
una justificacion de la expresion (1 - ¢)° + % =1 en el
contexto de la geometria fractal.

Considerando al suelo como un objeto fractal, se
puede aplicar la ecuacion 47 de la manera siguiente:
si ¢, = 1—¢ representa el volumen de los solidos relati-
vo al volumen total de suelo (o “solidicidad volumétri-
ca"), entonces el drea de los sdlidos relativa al area
total del suelo (o “solidicidad areal”), p,, serd igual a ¢,
con s = D/E. Siguiendo la idea probabilistica, hagamos
un corte perpendicular a la direccién macroscépica
del movimiento para obtener dos secciones paralelas
situadas en x e y del eje del escurrimiento. Sobre cada
seccion, el area de los poros es, segun la ecuacién 47,
igual a ¢°. La probabilidad total del encuentro de las
secciones (L) en un punto intermedio es el drea de
flujo p = ¢°¢° = ¢*.

Puesto que ¢, + & =1y u, + p = 1 se establece la
relacién fundamental siguiente:

(1-¢+¢**=1 con s=DIE (55)

en otros términos se tiene:
Hs=T-p=(1-0°=0; (56)
=00° = ¢ (57)

A partir de la ecuacion 55 se puede demostrar que
se satisface la desigualdad p < ¢. De la misma ecua-
ciéon se deducen los comportamientos extremos de la
funcion s (¢):

Solidicidad areal:

Porosidad areal:

Parad—0: s{d)=12+In2/{2[1+in(1/p)]} (57.1)
Paradp—1:  s@)=1=In2/{In[1/(1- )]} (57.2)
De donde: % <s<1 (57.3)

Las ecuaciones 55 y 57 establecen que la dimen-
sién fractal de los suelos (E = 3) satisface 3/2 < D < 3.
Segun estos resultados, se puede inferir que: a) el mo-
delo de la permeabilidad de Purcell (ecuacion 19) es
representativo de los suelos donde la porosidad es pe-
quefia, como en los suelos arenosos, y b) el modelo de
la permeabilidad de Childs y Collis-George (ecuacion
24) es representativo de los suelos donde la porosidad
es grande, como en los suelos arcillosos.

Algunos valores importantes de la dimension fractal
y de la porosidad se obtienen en los siguientes casos:

1. Para el valor de Millington y Quirk s =2/3(E=3 =
D = 2), se puede demostrar, a partir de la ecuacion 55,
que la porosidad volumétrica (¢) satisface el polinomio
siguiente:

0% +307 —64° +30° —12¢* + 400> —600° +390~8=0 (58)

La raiz en el intervalo (0, 1) es ¢ = 0.3671, lo que
conduce a p = 0.2628.

2. Si la porosidad volumétrica es igual a la solidicidad
volumétrica, es decir, ¢ = ¢, = 1/2, entonces de la
ecuacion 55:

AR

haciendo x = (1/2)° se obtiene la ecuacion gue define
la proporcién aurea (Huntley, 1970): X + x-1=0. La
raiz positiva proporciona:

La solidicidad areal:

e = (@ - 1)/2 =0.6180
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La dimension fractal:
s= logQKH \/E)/z] =0.6942. (E=3=D=2.0827

La porosidad areal:
2
n= [(\/g - 1)/2] =0.3820

3) Si la porosidad areal es igual a la solidicidad areal,
es decir p = p, = 1/2, entonces de la ecuacion 55:

/s 1/2s 1/2s 1/2s
(AT
2 2 4 2

haciendo x = (1/2)"2%, se obtiene de nuevo la ecuacion
x2 + x-1 =0, que define la proporcién &urea. La raiz
positiva proporciona:

La porosidad volumétrica:
¢= K\/g - 1]/2} =0.6180

La dimensién fractal:
s= 1/{2Iogz[(1+\g)/2}} =0.7202. (E =3 = D =2.1606)

La solidicidad volumétrica:
by = KB - \/g)/Z} =0.3820

Las densidades

Teniendo en cuenta la estructura de la ecuacion 56, la
superficie de los sdlidos contenida en las cubiertas,
considerando la ecuacion 54, es proporcionada por:

D
ms(r)zpsch[ﬁ’—) (61)

5

cuando r — 0, donde cHE = V, es el volumen total de
los solidos y p, es la densidad total de los sdélidos. La
densidad de los solidos correspondiente a r se obtiene
de la ecuacion 48 (r — 0):

E-D
ps(r)=ps[5i} (62)

r

Las ecuaciones 42 y 45 correspondientes a los soli-
dos se escriben, cuando r — 0, como sigue:

D
N(r)= (ﬁ—] (63)

r

E-D
volg(P.)=cHE [f—:—j (64)

s

De manera analoga y de acuerdo con la estructura
de fa ecuacion 57, la superficie de los poros contenida
en las cubiertas, considerando la ecuacion 54, es pro-
porcionada por:

2D
mv<r) = vaHVE['I'_II:_] (65)

v

cuando r — 0, donde cHE = V, es el volumen total de
los poros y p, es la densidad total de los poros. La den-
sidad de los poros correspondiente a r, cuando r — 0,
se obtiene de la ecuacion 52:

2D-E
p ()= pv(f—] (66)

Puesto que el volumen total de suelo (V, = CH,E) es
igual a la suma de los volimenes totales de los sdlidos
(V. = cHE) y de los poros (V, = cHE), se establece que:

HE +HE =HF (67)
f{E
05 =—% (68)
Hi
E
o= (69)
Fﬁ

La suma de la superficie total de los solidos (M) v
la superficie total de los poros (M,) es igual a la super-
ficie total del suelo (M,). Dada la equivalencia entre la
superficie y la masa establecida en la ecuacion 54 se
tiene M, = p,cHE, M, = p,cHS y M, = p,cHE donde p,
es la densidad de los sdlidos, p, es la densidad de los
poros y p,; es la densidad total del suelo. Las ecua-
ciones 68 y 69 permiten establecer:

ps(1—0)+p,d=p, (70)

La comparacién de las ecuaciones 55 y 70 permite
obtener las definiciones siguientes de las densidades

totales:
D-E
_ H
Ps = Prds = Pt['l_/_s] (70.1)
t
‘ 20-F
p,= p[¢2s—1 = Pt['/:ll} (70.2)
H,
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Se puede ver que la ecuacion 70.1 es andloga a
la ecuacién 62 y que la ecuacion 70.2 es analoga a la
ecuacion 66.

Las porosidades parciales

Relacién entre las porosidades volumétrica y areal par-
ciales. Cuando los poros no se encuentran totalmente
llenos con agua, la relacidon entre las porosidades areal
y volumétrica definida por la ecuacion 57 debe ser ge-
neralizada a las porosidades parciales. Puesto que 6
es la porosidad volumeétrica parcial (o contenido volu-
meétrico de humedad cuando los poros contienen agua),
se define w como la porosidad areal parcial (o area co-
mun de flujo) correspondiente (ver ias ecuaciones 18y
21). La relacién entre la porosidad areal parcial (o) y la
porosidad volumétrica parcial (8) se obtiene a partir de
la ecuacion 57:
©=6% con

O<o<sp vy 0659 (71)

donde, de manera anéloga a la ecuacion 20, se puede
definir:

HS B
o(R,)= [ gr)dr, (72)
0

en la cual g(r,) es la funcién densidad de la porosidad
areal.

La porosidad volumétrica parcial en el suelo. En el
trabajo pionero de Brooks y Corey (1964) se argumen-
ta experimentalmente que la relacion entre el conteni-
do volumétrico de agua y la presién del agua, llamada
curva caracteristica de humedad o curva de retencion,
es bien representada por una funcién potencia cuando
la presién es pequefia, es decir B(y)e<14 yl* cuando
v << 0, y A > 0. Considerando lo anterior y la ley de
Laplace definida por la ecuacién 3, la relacion entre la
porosidad volumétrica parcial y el radio de poro es
bien representada por una funcion en potencia, esto
es 8(R) « R* cuando R — 0; la potencia A es llamada
“indice de poros”. Definiendo un tamafio de poro criti-
co (R,) asociado con una presién critica en el sentido
de Brooks y Corey y a la porosidad volumétrica total,
se puede escribir la porosidad volumétrica parcial en
funcién del poro de tamafio A, con la ayuda de la
ecuacion 25, de la siguiente manera:

0(R)=0S(AIR,) (73.1)
donde la funcién S(r) esta definida por:
S(p) = p* (73.2)

Puesto que R es el radio perpendicular a la trayec-
toria tortuosa y R, es el radio perpendicular a la tra-
yectoria rectilinea en un punto dado, es razonable
suponer que la contribucion relativa a la porosidad vo-
lumétrica por el primero es la misma contribucion rela-
tiva a la porosidad areal por el segundo. En otros térmi-
nos, se puede escribir una relacion analoga a la ecua-
cidn 73 para la porosidad areal:

(‘)(Rs) = }-LS(HS/HSO) (74)

donde el radio R,, corresponde al radio R,

La combinacion de las ecuaciones 73 y 74, consi-
derando las ecuaciones 57 y 71, permite establecer la
relacion siguiente entre A,y A:

2s
ﬁiz[ﬂ} 75)
RSO F?O
La semiporosidad areal

Se introduce el concepto de “semiporosidad” areal, Util
para la integracion del modelo de la ecuacion 15. Se-
glin la ecuacién 57, la porosidad areal o probabilidad
en x e y es definida respectivamente por p, = 2%y
ny, = Q)fsy, donde s,y s, son las dimensiones fractales
relativas a la dimensién de Euclides en los puntos x e
y respectivamente, calculadas en funcion de ¢,y ¢,
con la utilizacion de la ecuacion 55; estas porosidades
pueden ser diferentes si el suelo es heterogéneo. La
porosidad areal en z intermedio a x e y es dada por

u:\/; u,. En otros términos, la porosidad areal o
probabilidad en z es el resultado de una "parte” de la
probabilidad en x igual a /1L, y de otra “parte” en y
igual a \/; Llamaremos a esta parte de la probabili-

dad una semiprobabilidad o una semiporosidad areal,
que sera denotada por ¢ y definida por:

9=+ =0° (76)

La relacion entre la semiporosidad areal parcial,
denoctada por @, y la porosidad volumétrica parcial ()
se obtiene a partir de la generalizacion de la ecuacion
76, es decir:

o=Vo=0° con O0<®<oQ (77)

La semipcrosidad areal total (p) satisface la rela-
cién siguiente:

- Jdw=0 (78)

Qr
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Para caracterizar las dos secciones situadas en x e

-y sobre la trayectoria rectilinea, se utiliza la notacion

(rs ps) para designar los tamafios que definen la poro-

sidad areal parcial y la notacién (7., p,) para designar

los “semitamafios”, que definen la semiprobabilidad

parcial o semiporosidad areal parcial (@). De acuerdo
con las ecuaciones 75y 77:

A _ |B =[—”—J 79)

donde R,, corresponde a R,
De las ecuaciones 73 a 79, se sigue:
a(R,)= SR, /R.,) | © (80
La tortuosidad local

La tortuosidad local, es decir la tortuosidad en funcion
de cada tamafo de poro (), se deduce con la intro-
duccién de la ecuacion 75 en la ecuacion 9:

5
T(,);To[_g_J con 0<d=2s-1<1 (81)
,

donde T, = R,/R,,

Se debe observar que la forma de la ecuacion 81
justifica en el formalismo fractal la ecuacién empirica
29 propuesta por Fatt y Dysktra (1951). Se debe tam-
bién observar que con el valor s = 1/2 (8 = 0) se dedu-
ce de la ecuacion 81 T = T, = constante, resultado com-
patible con el modelo extremo propuesto por Purcell,
deducido a partir de un sistema de capilares paralelos
y aplicable cuando la porosidad tiende a cero. En el
modelo extremo propuesto por Childs y Collis-George,
aplicable para los suelos en donde la porosidad tiende
a la unidad, es necesario introducir la correccién por
tortuosidad con s = 1 (8 = 1). Es importante sefalar
que T5r), ecuacion 81, es inversamente proporcional
a la densidad p,(r), definida por la ecuacién 66.

Modelos de la conductividad hidraulica
l.as semiporosidades areales parciales en los puntos x
e y sobre la trayectoria rectilinea son representadas

respectivamente por @, y ®,. El area de flujo en un
punto intermedio se define por:

dw(Fs-ﬁs)=dmx(Es)dmy(ﬁs) (82)

La integral de la ecuacién 15, que define la per-
meabilidad, toma la forma:

k=C [ R P, (R )om, ;) (83)
Q
donde r; (o p,) esta relacionado con r, (0 p,) a través
de la ecuacién 79. )
Las interpretaciones del radio A, que interviene en
esta expresion conducen a diferentes modelos de la
permeabilidad.

Modelo del "poro pequerio”

Utilicemos la hipétesis de la ecuacion 23 de Childs y
Collis-George para los radios perpendiculares a la tra-
yectoria rectilinea:

Rs = min(rs'ps) | (84)

La integracion de la ecuacién 83 es por lo tanto
andloga a la de la ecuacion 22, es decir:

f-Js:'E"s Fs=[—)s ~ -
k=0{ [ [ rodw, G)dw, 6.)
ps=0 -rs"o ) (85)
f’s=Rs Fs=Hs 2 - -

Para un suelo homogeéneo (@, = ®, = ®) es facil de-
mostrar, haciendo cambios de variables y de orden
de integracion, que las integrales son iguales. Dicho de
otra manera:

k=2ch[m<és>—m(é>]rsdm<é> (86)

8]
Modelo de la media geométrica

Adoptemos la hipdtesis original debida a Mualem (1976),
que considera el radio volumétrico R como la media
geométrica de ry p, para los radios areales:

RZ =r,p, (87)

La ecuacion 83 de la permeabilidad se transforma en:

A R
kchjrsdmx(Fs>‘,‘psdmy(ﬁs) (88)
0 0
Si el suelo es homogéneo se tiene evidentemente
(@, =@, = o) ,
HS .
k=C/ [r.am, () (89)

0
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Modelo del “poro neutro”

Cuando se considera que no hay preferencia por los
radios,

R=r, 0 HA,=p,, (20)

se obtiene a partir de la ecuacion 83:

RS 'E?S
k:Cme(ﬁ?s)Ipidmy(ﬁs)=C,my(RS)J.I‘SZdG‘iX(FS) (91)
0
Si el suelo es homogéneo se tiene (@, = ©, = ©):
A
k=Co(R,) | riom(r,) (92)

0

Modelo del “poro grande”

Consideremos finalmente que el poro de radio mas gran-
de determina la resistencia al flujo, en otros términos:

R =ps si
R, =r, si Ps <Tg

rs < ps (93)

es decir R, = max (rg,pg).

Con esta hipoétesis, 1a ecuacion 83 conduce a:
Fo=Rs Ps=rs
[rédw, )dw, (.)
=0 7m0 (94)
Ps=Rs Is=ps
+ | [ekaw, (), )

fs=0 7s=0

k:Cf

y realizando la primera integral, a:

A, A
k=G| [ 2w, )dw, )+ [020,(6.)0m, 6.) | (95)
0 )

Para el suelo homogéneo se tiene (O, = ©, = B): ;
A
k=2C, [ 2wl )awlr,) (96)
0

Resumen de modelos de la conductividad

El tamafio de poro se toma en la literatura como aguel
que satisface la ley de Laplace. Los modelos para es-
timar la conductividad hidraulica relativa a partir de la
curva de retencion, y(0), se obtienen de las ecuacio-
nes 86, 89, 92y 96, considerando las ecuaciones 3, 756
y 81, a saber:

El modelo del "poro peguefio™

8 s S S
K(e):je AR / 9= sy (97)
Ks L lw(®N*® o Lw(o)]*®

El modelo de la "media géométrica”:

2
K®) _ j 5o / T 9o (98)
Ke | W(®)F® 5 Lw(®)F
El modelo del “poro neutro™:

K@) _ 195‘1d1‘} / J ﬂ“dﬁ (99)
Ks

El modelo del “poro grande™

8 251 @ 251
- J LAY J O 4 (100)
K O[ 0

s w(®)]*

En estos modelos se puede incorporar el contenido
volumétrico de agua residual (8,), definido por Brooks
y Corey (1964), de manera que K(8,)= 0, reemplazan-
do 6 por el contenido volumétrico de agua 8,,=6 -6,
y ¢ por la porosidad volumeétrica efectiva ¢,=¢—9,. La
dimensién fractal relativa correspondiente se debera
calcular reemplazando ¢ en la ecuacion 55 por la poro-
sidad efectiva (¢,,). En otras palabras, el contenido vo-
lumétrico de agua residual se adiciona a la solidicidad
volumétrica total: ¢gr= 1 - &g = ¢ + 6,.

Comparacion de los modelos

La integracién analitica de los cuatro modelos expues-
tos es elemental con las ecuaciones 80 y 81, conside-
rando las ecuaciones 73 a 77 o con el formalismo de
Brooks y Carey. Estas ecuaciones ponen en evidencia
de una manera simple las principales diferencias entre
los modelos de la permeabilidad. A partir de las ecua-
ciones 97 a 100 se puede demostrar que la conducti-
vidad relativa resultante es la misma; las diferencias
entre los modelos radican en las expresiones para la
conductividad total. En otros términos se obtiene:

1) La permeabilidad relativa:

B=2s(2/h+1) (101)
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2) La permeabilidad total:

k= C;ApRS, = %mp?sng (102)

(]

en donde el factor de ponderacion A es diferente para
cada modelo. Denotando a A por A, para el modelo
del poro pequefio (ecuacion 86), A, para el modelo de
la media geométrica de los tamafios de los poros (ecua-
cion 89), A, para el modelo del poro neutro (ecuacion
92), Agparael modelo del poro grande (ecuacion 96),
se tiene:

A, = L L A= ——,
22+ 122+ A+ T

103
1 1 (103)

Ay=————, An=
N o+ 12] ° 7 o+

A partir de la ecuacién 103 se puede verificar que
se satisfacen las desigualdades A, < Ay < Ay < Ag;las
igualdades corresponden a los extremos (A — 0, o).
Cuando A — O se tiene el comportamiento: A, = 2?8 <
Ag =224 < Ay= 24 < Ag=M2. Los valores de k, co-
rrespondientes satisfacen:

ksp < ksg < ksN < ksG (1 04)

Se observard que la ecuacion 101 generaliza la
ecuacion deducida por Irmay (1954), B = 3, a partir de
la teoria de Koseny para el flujo saturado. La forma ya
habia sido obtenida anteriormente por Averyanov
(1950) a partir de la resolucion de la ecuacion de Na-
vier-Stokes para el movimiento del agua en un tubo, en
el cual el agua es ubicada sobre la pared del tubo v &l
aire en su centro; la solucién formal correspondiente
es k(S) = S(35—-2) - 2(1 - S)%In(1 - S), donde S = 6/o.
Suponiendo que la integral total de esta solucion es
igual a la integral total de la funcién 101, Averyanov
obtiene f = 7/2 = 3.5. Yuster (1951) deduce B = 2, su-
poniendo que el aire se mueve con el mismo gradiente
que el agua en el modelo de Averyanov. Corey (1954)
sugiere un valor empiricc de B = 4. Brooks y Corey
(1964) establecen la misma forma con la introduccion
de su modelo de 6 (y) en el modelo de la ecuacion 28
de Burdine, ellos obtienen f = 2/A + 3.

Los modelos clasicos dentro
de la geometria fractal

A continuacion se establecen los modelos clésicos de
la literatura a partir de los cuatro modelos conceptua-
les expuestos lineas arriba.

La correlacion global

Para obtener la estructura de los modelos clasicos va-
mos a introducir una hipdétesis simplificadora. Observe-
mos que la porosidad areal dada por la ecuacion 84
puede ser expresada en funcién de los radios volumétri-
cos (r.p), es decir dw(r,p) = s7[8(N]°'[6(p)1*" db(r) ad(p).
Bajo la hipétesis de que la funcidn multiplicativa de las
diferenciales de 8(r) y 8(p) puede ser reemplazada por
una media que depende sdélo del limite superior, esto
es de A, se obtiene:

da(r,p;R)=[68(R))?°~2 ab(r)de(p)
-(105)
= [8(R)*~2f(r)f(p)drap

en donde se ha eliminado el término s para satisfacer
las ecuaciones 12y 71, a saber:

O YT

R
jdm(r, A= o= 0% (106)
0

La tortuosidad global

La hipétesis compatible con la anterior es la hipotesis
de que la tortuosidad es una funcion solamente del ra-
dio mayor, esto es, solamente de la humedad. Esta tor-
tuosidad global resulta de.la combinacion de las ecua-
ciones 73y 81:

Y
0} )
TR =T.| —— =2 107
(A) olie(H):I con Y . (107)

En varios trabajos reportados en la literatura (Rieu y
Sposito, 19914, b) se ha sugerido que la porosidad vo-
lumétrica parcial es proporcional al volumen del cuer-
po paralelo 8(R)=<REP. Sital es el caso, se deduce que:

A=E-D=E(1-5) (108)

Se debe notar sin embargo que el resultado de la
ecuacién 75 es independiente del significado de A pro-
porcionado por la ecuacion 108.

De la ecuacion 9 se tiene Rr.p:0) = R(r.p)/T(8). La
ecuacion 107 conduce a:

v
Rs(r,p;6)=—1{9—} R{r,p) (109)
To[o

[e]

La introduccion de las ecuaciones 105y 109 en la
scuacién 15 permite expresar la permeabilidad de la
manera siguiente:
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p
2
=S| 8 (Ao cbricer) (110
72 o 5
donde:
p=(25-2)+(2y) (111)

en esta potencia, el primer sumando representa los
efectos globales de la correlacion de los poros, mien-
tras que el segundo representa los efectos globales
debidos a la tortuosidad de las trayectorias de flujo.

Los modelos de la permeabilidad que resultan al in-
troducir las cuatro hipétesis de la seccion anterior son,
respectivamente, los siguientes.
Modelo del "poro pequerio™ R(r,p) = min (r,p)

La permeabilidad parcial:
20 o]
k(B) = S2L ¢25-2 J[e—ﬁ} Pas (112)
72 o
La permeabilidad total:

[y 1
K = 2—Q¢25'2j[e—ﬂ] r2ds :—zﬂq)zsjﬁ—s] r?ds (113)
T2 TZ

o 0 o 0

La permeabilidad relativa:

Pla o
5(_9_){9} j[e—ﬁ]rzda/j[q)—mr?dﬂ (114)
ks Lo |y 0

Este es el modelo de Childs y Collis-George (1950)
con un factor de correccién.

Modelo de la "media geométrica” [R(r,p))? = rp.
La permeabilidad parcial:

- e[ e
T _¢ 0

La permeabilidad total:

3 2
[\] 1
—_ Cf 25-2 c{ 2s
Ke=—Lg jrdﬂ =Ly [J.rds} (116)
[} 0 ] 0 0

La permeabilidad relativa:

&z{—] rdﬁ /J'rdﬂ (117)
kS

Este es el modelo presentado por Mualem (1976)
con un factor de correccion.

Modelo del “poro neutro” R{rpy=r o R(rp)=p
La permeabilidad parcial:
p+1 -]
k(@)= G 925! Jrzdﬂ (118)
T2 ¢ .

La permeabilidad total:

C ¢ C 1
_ Y pas-1) 240 Mf 28| 2 119
ks_Tzq) J.r ae 2¢ Jr as (119)

o 0 o 0]

La permeabilidad relativa:

p+1
@{9] ezdf} /j cag|  (120)
ks

Este modelo presenta la estructura del modelo de
Burdine (1953).

Modelo del “poro grande” R(r,p) = max (r,p)
L.a permeabilidad parcial:
C "
K(0)= 25L 252 _[rzadﬁ (121)
T2 q> 5

La permeabilidad total:

¢ 1
ks _ QCf q)zs—zerﬁdﬂ ZZ_Q(DZSJ./’ZSO'S (122)
T2 T

o 0 o 0

La permeabilidad relativa:

Pl g [
fi@:[?} J.rgﬁdﬂ / jrzﬁdﬂ (123)
ks q) 0 0

Resumen de modelos cldsicos

Los modelos propuestos en la literatura para estimar la
conductividad hidraulica relativa a partir de la curva de
retencion, y(0) se obtienen de las ecuaciones 114, 117,
120 y 1283, a saber:

El modelo de Childs y Collis-George (1950)

generalizado:
K@) _ ol / (124)
Ks L&
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El modelo de Mualem (1976) generalizado:

K®) _ [E} / J‘ (125)
Ks L W) ()

El modelo de Burdine (1953) generalizado:

p+1
K@®) _ M (126)
KS 0 \l’ ﬂ)
El modelo de Fuentes (1992):
K®) _ PJ (127)
Ke 0] |ow (ﬂ

La potencia p resuita de la ecuacion 107, de la ve-
racidad de la ecuacion 108 con £ = 3 y con la ecua-
cion 111:

2(2s5 -1
P=p+tPs, P=25-2, Y ,02=-———( ) (128)
3(1-s)

También en estos modelos se puede incorporar el
contenido volumétrico de agua residual (8,), reempla-
zando 6 por (6 —-9,), y ¢ por (¢ - 8,).

Discusion de resultados

La potencia p que aparece en las ecuaciones 124 a
127 se ha considerado clasicamente como un parame-
tro empirico. La teoria expuesta en este trabajo ha per-
mitido su justificacién en el contexto de la geometria
fractal. Esta potencia es el resultado de los efectos de
correlacion entre poros (p,) y de la tortuocsidad (p,)
(ecuacion 128). En el cuadro 1 se muestran los valores
extremos de estas potencias, correspondientes a los
valores extremos de la porosidad volumétrica total. Asi-
mismo, se muestran resultados intermedios relativos a
los valores indicados por las ecuaciones 58, 59 y 60.
El valor aproximado de p = 1/2 del modelo de Mua-
lem (1978) (ver ecuaciones 35 y 125) fue obtenido a
través de la calibracion de la ecuacion 35 sobre los da-
tos experimentales de 45 suelos reportados en diferen-
tes frabajos, con la porosidad volumétrica total en el
rango 0.4 < ¢ < 0.7. De acuerdo con el cuadro 1, estos
suelos pueden ser representados por un suelo con una
porosidad media alrededor de 0.6. Con esta compara-
cion se puede considerar que la ecuacion 128 puede
ser apropiada para estimar el valor de p para cada
suelo a partir de su valor particular de la porosidad.

Cuadro 1. La potencia p de correccion de los modelos de la
conductividad hidraulica, que resulta de los efectos de la
correlacién de los poros (p,) y del factor de tortuosidad (p,),
de acuerdo con la ecuacion 128, para algunos valores de la
porosidad volumétrica total.

¢ s=DI3 P4 Py P=p+p,
0 1/2 -1 0 -1

0.3671 2/3 -2/3 2/3 0

A 0.6942 -0.6115 0.8470 0.2355
0.6180 0.7202 -0.5596 1.0494 0.4898

1 1 0 oo oo

Aplicaciones

Los modelos de Burdine (ecuacién 28) y de Mualem
(ecuacion 35) han sido utilizados por Van Genuchten
(1980) para estimar la conductividad hidraulica a par-
tir de la curva de retencion, cuando ésta es represen-
tada por la funcion:

il

S,(y) = 1+[i] ' (129)
Wy

en donde my nson dos parametros positivos; vy, es un
valor caracteristico de la presién y S, es el grado de
saturacion efectiva definida por:

6-6
Se = L (130)
(I)—e,-

Para obtener formas analiticas cerradas, Van Ge-
nuchten impone relaciones entre my n. En el modelo
de Burdine m =1 - 2/n, y en el modelo de Mualem
m =1 - 1/n. Un procedimiento similar puede ser utili-
zado en el modelo de Fuentes (1992) (ecuacion 128),
y en los modelos definidos por las ecuaciones 100,
101y 102.

La introduccién de la ecuacién 129 en las ecuacio-
nes 100, 101 y 102 permite obtener, respectivamente,
las siguientes expresiones de la conductividad, en fun-
cion del grado de saturacion efectiva:

2
K(Se)=Ks[1—(1—S;/m)sm], O<sm=1-2s/n<1 (131)
K(Se)=K55§[1—(1~S;/’”)5m], O<sm=1-4s/n<1(132)

K(se)=/<s[1-(1-s;/m)25m], 0<2sm=1-4sin<1 (133)
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La utilizacion de la ecuacion 129, con alguno de los
modelos definidos por las ecuaciones 131, 132 y 133,
requiere del valor de la porosidad del suelo en estudio
para calcular la dimension fractal relativa (s) con la
ecuacion 55, y asi obtener la relacion entre los para-
metros m y n correspondiente a cada modelo. Luego
se estiman sobre la curva de retencion experimental,
con el método de los minimos cuadrados por ejemplo,
los parametros (m, yr,) de la ecuacion 129. La con-
ductividad hidraulica a saturacion  (K,) debera ser
proporcionada.

La introduccion de la ecuacion 129 en los modelos
clasicos definidos por las ecuaciones 125, 126 y 127
permite obtener, respectivamente, las siguientes
expresiones:

2
K(Se)=/<ss:[1-(1—s;’m>m] O<m=1-1n<i  (134)
K(Se)=Kss:+‘[1—(1—8;/”’)m], O<m=1-2/n<1  (135)

K(Se)-—-KSS£[1—(1—S;’"’)2’“], O<m=12-1n<12 (136)

En las relaciones entre los parametros my n de las
ecuaciones 129, 134, 135y 136 no interviene la dimen-
sion fractal relativa; ésta interviene en el parametro p.
El valor correcto de p depende de la buena estimacion
del parametro p, (ver ecuacion 128), es decir, de la
ecuacion 108. Dada la estructura de la ecuacion 129,
y de acuerdo con la ecuacion 73, se puede también
utilizar A = mn; es decir, p, = 2(2s ~ 1)/mn.

Conclusiones

En este trabajo se ha analizado desde un punto de vis-
ta tedrico la conductividad hidraulica que interviene en
la ley de Darcy generalizada a los suelos no saturados.

La relacion entre el contenido volumétrico de agua
y la conductividad hidraulica K(8) ha sido establecida
partiendo de la hipdtesis de que las leyes de Poiseuille
y Darcy describen el movimiento del agua en el nivel
microscopico y en el nivel macroscopico, respectiva-
mente. En la emergencia de la ley macroscopica, a
partir de la ley microscépica, se ha hecho la distincion
entre los radios de poro que definen la porosidad areal
y la porosidad volumétrica. Las relaciones entre los ra-
dios y las porosidades han sido establecidas a partir
de los conceptos de la tortuosidad de las trayectorias
del movimiento del agua y de la correlacion entre los
poros. Conceptos gue tienen como base una relacion

entre la porosidad volumétrica total y la dimension
fractal del medio poroso.

Esta distincion ha permitido obtener un modelo
conceptual de la conductividad hidraulica, al cual se le
han introducido las hipétesis clasicas relativas a los
pesos de los radios en la resistencia ofrecida al movi-
miento del agua por el suelo, o que a su vez ha per-
mitido establecer cuatro modelos particulares.

Una simplificacion de estos cuatro modelos ha con-
ducido a reencentrar los otros cuatro modelos clasicos
propuestos en la literatura especializada. Estos mode-
los han sido generalizados.

Las correcciones empiricas aportadas a los mode-
los cléasicos de la conductividad hidraulica, relativa a la
conductividad hidraulica a saturacién, han encontrado
una justificacion en el formalismo de la geometria frac-
tal. Las correcciones dependen del valor de la dimen-
sién fractal de cada suelo.
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Abstract

Fuentes, C., F. Brambila, M. Vauclin, J.Y. Parlange & R. Haverkamp, “Fractal modeling of hydraulic conduc-
tivity in non-saturated soils", Hydraulic Engineering in Mexico (in Spanish), vol. XVI, num. 2, pages 119-137,
April-June, 2001.

From a theoretical point of view we study the hydraulic conductivily that appears at the generalized Darcy
law of non-saturated soils. The relation between the hydraulic conductivity and the water'’s volumetric con-
tent is established from the hypothesis that microscopic and macroscopic levels of water movement are de-
scribed by Poiseuille and Darcy's laws, respectively. We made a distinction between pore radius that define
areal porosity and volumetric porosity in the emergence of macroscopic law from the microscopic law. The
relation between radius and porosities has been established from tortuosity concepls of the movernent paths
of water and the correlation between pores. Concepits that are based on the relation between total volumet-
ric porosity and soil's fractal dimension. This distinction has lead into a conceptual hydraulic conductivity
model, to which has been introduced the classic hypothesis relative to radius weights in the resistence
offered to movement of water by soil. This, in turn, has allowed to obtain different particular models. A simpli-
fication of these models has given way to reencounter the classic models proposed in the literature. The em-
piric corrections made to classic models of hydraulic conductivity relative to hydraulic conductivity by satu-
ration, are justified in the formalism of fractal geometry. The correction depends on the value of the fractal
dimension of each soil type.

Key words: Poiseuille’s law, Laplace’s law, tortuosity, fractal dimension, volumelric porosity, areal porosity.
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