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Resumen 

En este trabajo se estudia, desde un punto de vista 
teórico, la conductividad hidráulica que interviene en la 
ley de Darcy generalizada a los suelos no saturados. La 
relación entre el contenido volumétrico de agua y la 
conductividad hidráulica se establece a partir de la 
hipótesis de que las leyes de Poiseuille y Darcy describen 
el movimiento del agua en los niveles microscópico y 
macroscópico, respectivamente. 
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En este trabajo se estudia, desde un punto de vista teórico, la conductividad hidráulica que in- 
terviene en la ley de Darcy generalizada a los suelos no saturados. La relación entre el conte- 
nido volumétrico de agua y la conductividad hidráulica se establece a partir de la hipótesis de 
que las leyes de Poiseuille y Darcy describen el movimiento del agua en los niveles microscópi- 
co y macroscópico, respectivamente. En la emergencia de la ley macroscópica, a partir de la 
ley microscópica, se hace la distinción entre los radios de poro que definen la porosidad areal 
y la porosidad volumétrica. Las relaciones entre los radios y las porosidades han sido estableci- 
das a partir de los conceptos de la tortuosidad de las trayectorias del movimiento del agua y 
de la correlación entre los poros. Conceptos que tienen como base una relación entre la porosi- 
dad volumétrica total y la dimensión fractal del suelo. Esta distinción ha permitido obtener un 
modelo conceptual de la conductividad hidráulica, al cual se le han introducido las hipótesis 
clásicas relativas a los pesos de los radios en la resistencia ofrecida al movimiento del agua por 
el suelo, gracias a lo cual se tienen diferentes modelos particulares. Una simplificación de estos 
modelos ha conducido a reencontrar los modelos clásicos propuestos en la literatura. Las co- 
rrecciones empíricas aportadas a los modelos clásicos de la conductividad hidráulica relativa 
a la conductividad hidráulica a saturación se justifican en el formalismo de la geometría fractal. 
Las correcciones dependen de/ valor de la dimensión fractal de cada suelo. 

Palabras clave: ley de Poiseuille, ley de Laplace, tortuosidad, dimensión fractal, porosidad 
volumétrica, porosidad areal. 

Introducción 

La mayor parte de los modelos conceptuales de la 
conductividad hidráulica que aparece en la ley de Dar- 
cy generalizada a los suelos no saturados están basa- 

dos en la ley de Poiseuille. Se encuentra una primera 
familia de modelos en los trabajos de Purcell 
Gates y Lietz y Childs y Collis-George (1950). 
Estos modelos están fundados en imágenes de me- 
dios porosos asimilados a tubos cilíndricos o esferas, 



donde K es un coeficiente denominado conductividad 
hidráulica del suelo; H es el potencial hidráulico, igual 
a la suma del potencial de presión del agua en el sue- 
lo, expresado como la altura de una columna equiva- 
lente de agua y el potencial gravitacional, asimila- 
do a la coordenada vertical (z). 

La ley de Poiseuille establece que la velocidad me- 
dia en un tubo de radio Res proporcionada por: (v)  

proporcionadas por la geometría de Euclides, o en con- 
sideraciones probabilísticas. Se encuentra también 
una segunda familia de modelos en los trabajos de 
Burdine Fatty Dykstra Millington y Quirk 

Mualem etcétera. La segunda familia 
es, en términos generales, la misma que la primera, 
pero con correcciones empíricas. Los autores justifi- 
can sus correcciones diciendo que la geometría del 
suelo es lo suficientemente irregular o "tortuosa" para 
que modelos geométricos simplistas expliquen todo. 
¿Tienen razón? 

Una tentativa de unificación de los modelos geomé- 
tricos de la conductividad hidráulica de los suelos no 
saturados es propuesta por Mualem y Dagan (1978). 
Estos autores consideran que los "modelos geométri- 
cos" son, de hecho, modelos probabilísticos porque 
pueden ser deducidos a partir del modelo probabilísti- 
co propuesto por Childs y Collis-George (1950). Mua- 
lem y Dagan logran deducir la parte conceptual de los 
modelos, pero no proporcionan una explicación conci- 
sa para las correcciones empíricas introducidas. 

El objetivo de este trabajo es la aplicación del for- 
malismo de la geometría fractal para justificar las co- 
rrecciones empíricas aportadas a los modelos ante- 
riormente citados. 

Para alcanzar el objetivo se expone el concepto de 
tortuosidad, introducida para corregir la ley de Poiseui- 
Ile. Después se deducen los principales modelos clási- 
cos a partir de los modelos extremos propuestos por 
Purcell y Childs y Collis-George (1950). Ense- 
guida se exponen brevemente los conceptos necesa- 
rios de la geometría fractal para explicar las correccio- 
nes empíricas. Finalmente se deduce un conjunto de 
modelos de la conductividad hidráulica, incluidos aque- 
llos presentados en la literatura, tomando como base 
los trabajos de Mualem y Dagan (1 978) y Fuentes et al. 

1998). 

El concepto de tortuosidad 

Los modelos que relacionan la conductividad hidráuli- 
ca con la geometría del medio poroso se fundamentan 
en dos leyes: a) la ley de Darcy en la escala "macros- 
cópica", y b) la ley de Poiseuille en la escala "mi- 
croscópica". Adicionalmente, para definir el tamaño 
del capilar que interviene en la última, se utiliza la ley 
de Laplace. 

La ley de Darcy unidimensional vertical establece 
que el gasto por unidad de superficie de suelo o flujo 

es proporcionado por: (q), 

donde pw es la densidad del agua; su coeficiente de 
viscosidad dinámica, y g la aceleración gravitacional. 

En la ecuación se ha introducido un coeficiente 
de forma adimensional que toma en cuenta la for- (Cf) 
ma irregular del perímetro de los poros: en un poro cir- 
cular Cf = Si R es tomado como el radio hidráuli- 
co, Cf es llamado coeficiente de Koseny (Bear, 1972): 
Cf = para un círculo; Cf = para un cuadrado; 
Cf = para un triángulo equilátero, y Cf = 
para una placa. 

La ley de Laplace relaciona la presión del agua en 
el suelo con un radio de poro, definido por: 

donde es la tensión superficial en la interfaz agua- 
aire y a es el ángulo de contacto formado por esta in- 
terfaz con las partículas del suelo. 

El concepto de tortuosidad en la teoría clásica de la 
conductividad ha sido introducido para corregir la ley 
de Poiseuille (por ejemplo, Dullien, 1979). La tortuosi- 
dad se define como: 

donde zf representa la trayectoria "real" que sigue el 
agua en el medio poroso (ver ilustración 

Las velocidades en el sentido de Poiseuille sobre la 
trayectoria rectilínea (v )  y sobre la trayectoria tortuosa 
(vf) se definen de la manera siguiente: 

donde t  es el tiempo. 
La combinación de las ecuaciones y conduce 

a la siguiente relación entre las dos velocidades y la 
tortuosidad: 



es decir, la corrección a la ley de Poiseuille original 
consiste simplemente en la introducción del radio per- 
pendicular que le corresponde a la trayectoria rectilí- 
nea. Esta observación es muy importante, ya que en 
ocasiones no se toma en cuenta que el radio que de- 
termina la presión del agua en el suelo es, en general, 
diferente del radio que determina la velocidad “ma- 
croscópica” del agua en el suelo. 

La relación entre las escalas microscópica y ma- 
croscópica, es decir entre la ley de Poiseuille y la ley 
de Darcy, se obtiene bajo el razonamiento siguiente: 
considérese el movimiento en la dirección del eje z y 
hágase un corte perpendicular al eje; se obtienen dos 
secciones de área total Arcada una. El gasto o volu- 
men que atraviesa un área elemental dA en la unidad 
de tiempo es dQ = vdA. El gasto con respecto al área 
total correspondiente es proporcionado por d q  = 
donde dq = dQ/AT y = dA/AT, q es el flujo o veloci- 
dad de Darcy y es una fracción del área de los 
poros relativa al área total de la sección transversal del 
suelo. 

El flujo total, con la ayuda de la ecuación se ob- 
tiene de la siguiente manera: V 

La velocidad tortuosa se define con la fórmula de 
Poiseuille, evaluando el gradiente hidráulico sobre la 
trayectoria tortuosa, es decir: 

donde representa el dominio de los poros llenos con 
agua. 

Es importante observar que w es una medida del 
área perpendicular a la dirección macroscópica ex- 
puesta por los poros, es decir está relacionada con 

mientras que la medida del volumen de los poros 
( V )  relativa al volumen total de suelo (VT), denotada 
por y definida de manera que = dV/VT está rela- 
cionada con el radio perpendicular a la trayectoria tor- 
tuosa (R). El área total de los poros expuestos, relativa 

’ I  

La relación entre el gradiente evaluado sobre la tra- 
yectoria rectilínea y sobre la trayectoria tortuo- 
sa se deduce a partir de la ecuación 4: 
= Con esta relación, y considerando la ecua- 
ción se encuentra la velocidad rectilínea corregida 
por el efecto de tortuosidad: 

‘ I  

La comparación entre las ecuaciones y permite 
deducir que la velocidad rectilínea está de hecho de- 
terminada no por el radio del capilar (R) que acompa- 
ña a la trayectoria tortuosa, sino por un radio perpendi- 
cular a la trayectoria rectilínea (Rs). De la ilustración 
se infiere que: 

v I 

La ecuación toma la forma: 



al área total del corte perpendicular del suelo, o porosi- 
dad areal total es proporcionada por: 

Teniendo como marco de referencia la geometría 
fractal (Rieu y Sposito, b; Fuentes et al., 1998; 
Olescho et al., 1997) se analizarán las correcciones 
empíricas introducidas desde hace medio siglo en la 
búsqueda desenfrenada del "mejor modelo" de pre- 
dicción de la permeabilidad. 

Los principales modelos clásicos de la conductivi- 
dad presentados en la literatura se deducen a partir de 
los dos modelos extremos propuestos por Purcell 

y Lietz (1950) y Childs y Collis-George 
(1950). 

Los modelos modelos clásicos de .a conductividad 
hidráulica 

Modelos extremos 

El modelo de Purcell 

Purcell (1949) observa que en un sistema de capilares 
paralelos en donde el factor de tortuosidad es inde- 
pendiente del tamaño de poro, el factor de tortuosidad 
es el mismo para cada capilar (T = To = constante) y 
que el área de flujo o porosidad areal es igual a la 
porosidad volumétrica (O), es decir: 

y el volumen total de los poros relativo al volumen total 
del suelo considerado, o porosidad volumétrica total 

es proporcionado por: 

I Los modelos clásicos de I 

donde representa el dominio total de los poros. 
La identificación de las ecuaciones y propor- 

ciona una expresión conceptual de la conductividad 
hidráulica: 

Es cómodo separar los diferentes efectos sobre la 
conductividad hidráulica debidos a las propiedades 
del fluido y la geometría del suelo, introduciendo el 
coeficiente de permeabilidad denominado tam- 
bién permeabilidad intrínseca, definido de modo que 
K = esto es: 

donde f(r) es la función densidad de la porosidad 
volumétrica. 

La introducción de la ecuación en la ecuación 
con R, = r/To permite obtener la permeabilidad: El valor de la permeabilidad, cuando el conjunto de 

los poros está totalmente lleno con agua, es llamado 
permeabilidad total o saturada y está definido por: 

La permeabilidad con respecto a este valor, o per- 
meabilidad relativa se define por: 

La interpretación de las diferentes variables en la 
ecuación así como la manera de integrarla han con- 
ducido a numerosos modelos que describen la conduc- 
tividad hidráulica, como se puede constatar en la lite- 
ratura (Purcell, 1949; Gates y Lietz, 1950; Childs y 
Collis-George, 1950; Burdine, 1953; Fatt y Dykstra, 
1951; Marshall, 1958; Wyllie y Gardner, 1958; Millington 
y Quirk, Kunze et al., 1968; Mualem, 1976). Mualem 
y Dagan (1978) hacen una revisión de estos modelos. 

donde: 

Cuando = se obtiene de la ecuación la per- 
meabilidad total Gates y Lietz 950) sugieren mul- 
tiplicar la ecuación por una función empírica del 
contenido de agua (8) para reproducir los datos expe- 
rimentales de la permeabilidad. 

El modelo de Childs y Collis-George 

Childs y Collis-George (1950) atacan el problema de la 
estimación de desde un punto de vista probabilís- 
tico: sean dos secciones paralelas de suelo situadas 
en x e y sobre la trayectoria rectilínea, y considérese 



Para evaluar la integral de la ecuación los auto- 
res suponen que la resistencia al flujo es determinada 
por el poro que tiene el tamaño más pequeño. La re- 
presentación integral de esta hipótesis es proporciona- 
da por Brutsaert (1967) y ulteriormente refinada por 
Mualem (1976). La hipótesis se traduce como sigue: 

y tal que O S(R) R) en las ecuaciones y permi- 
te deducir: 

que la función densidad de la porosidad volumétrica 
f(r) es la misma en las dos secciones e iguales al área 
de flujo. Si r  y  designan los radios de los poros de la 
primera y la segunda sección, respectivamente, la pro- 
babilidad del intervalo que contiene res  precisamente 
igual al área representada por = la proba- 
bilidad del intervalo que contiene a sobre la otra sec- 
ción es igual a La probabilidad de que 
los poros representados por estos intervalos se en- 
cuentren de una manera completamente aleatoria en 
una posición (z) intermedia a x e y es el producto de 
las dos probabilidades. El producto de las áreas ele- 
mentales y representa el área común de 
flujo: 

es decir, en el modelo de Purcell, ks es proporcional a 
mientras que en el de Childs y Collis-George es 

proporcional a Estos dos modelos representan los 
comportamientos extremos posibles. 

Modelos particulares 

El modelo de Burdine 

El modelo propuesto por Burdine (1953) para la per- 
meabilidad relativa se deduce de la ecuación con 
la hipótesis de Purcell definida por la ecuación 

haciendo R, = r/T, e introduciendo la relación em- 
pírica para la tortuosidad T(R) = To obtenida 
mediante calibración del modelo sobre los datos expe- 
rimentales, suponiendo que la tortuosidad es una fun- 
ción únicamente del radio de poro mayor, es decir de 
la humedad: 

Considerando la ecuación y asumiendo Rs = R/To, 
con To constante, la permeabilidad definida por la 
ecuación toma la forma: 

La hipótesis de la ecuación permite expresar la J 
ecuación del modo siguiente: representa una corrección al modelo de Purcell (1 949). 

El modelo de Fatt y Dykstra 

Fatt y Dykstra (1951) proponen una ecuación alternati- 
va, partiendo de la hipótesis de una dependencia en 
potencia entre la tortuosidad y el radio de los poros: 

donde está definida por la ecuación Para los 
detalles de la integración ver Brutsaert (1967) y Mua- 
lem (1 976). 

Purcell puede ser formalmente deducido del modelo 
de Childs y Collis-George si el área común de flujo 
dada por la ecuación es redefinida como = 

donde designa la densidad de Dirac. 
En términos probabilísticos, el modelo de Purcell re- 

presenta una correlación completa entre las dos sec- 
ciones, mientras que el de Childs y Collis-George re- 
presenta una decorrelación completa. 

La introducción del grado de saturación S(R) defini- 
da de manera que: 

Mualem y Dagan (1978) señalan que el modelo de T ( r )  = c/rb 

donde c y  b son dos constantes positivas. 
Con la introducción de Rs = r/T= y de la hipó- 

tesis de Purcell, definida por la ecuación en la ecua- 
ción se deduce el modelo de Fatt y Dykstra de la 
permeabilidad relativa: 



El modelo de Fatt y Dykstra representa otra correc- 
ción al modelo de Purcell (1949). Los autores obtienen 
un valor de b cercano a a través de la calibración 
del modelo de la ecuación sobre los datos experi- 
mentales de algunos suelos. Sin embargo, ellos reco- 
nocen que esta potencia varía en función del tipo de 
suelo. 

El modelo de Wyllie y Gardner 

El razonamiento de Wyllie y Gardner (1958) tiene un 
cierto parecido con el de Childs y Collis-George (1950). 
Ellos suponen que la probabilidad del encuentro de 
una sección con poros de radios r con los poros de una 
sección vecina es proporcional a La probabili- 

dad acumulada es proporcional a = 

Wyllie y Gardner consideran que esta probabilidad re- 
presenta la reducción del área de los capilares de ra- 

permeabilidad correspondiente se deduce de la ecua- 

y considerando la hipótesis de Purcell (1949) definida 
por la ecuación es decir: 

y Collis-George (1 950). Haciendo la porosidad areal 
de cada sección igual a el área común de flujo es 

= es decir m = 2s y s Teniendo en 
cuenta que el área de flujo es menor que el área de 
cada sección, O ellos argumentan que 
el área de los sólidos deberá ser la mayor posible para 
que sea el complemento del área de flujo, la toman 
como ( I  y, en consecuencia = I ( I  LOS 
autores seleccionan un valor “medio” s = es decir 
m = Después deducen una fórmula de ks bajo la 
hipótesis de que el área común de flujo es proporcio- 
nada por una modificación de la ecuación y con- 
siderando la ecuación = 
Integrando la ecuación de la permeabilidad con las 
mismas hipótesis hechas por Childs y Collis-George, 
los autores obtienen el modelo de ks siguiente (ver 
ecuación 27): 

R 

Y 

dio r por un factor proporcional a R). El modelo de la ‘ U  O 

De acuerdo con Mualem el modelo de Mi- 
llington y Quirk que proporciona la permeabilidad rela- ción definiendo RS con To constante, tiva se obtiene generalizando la ecuación 

Este modelo representa entonces una corrección al 

Kunze et al. (1968) reemplazan empíricamente el 
donde c es un coeficiente de proporcionalidad. 

Los autores deducen precisamente la expresión de 
la permeabilidad relativa propuesta por Burdine. El 
modelo de Wyllie y Gardner es considerado como la 
justificación teórica del modelo semiempírico de El modelo de Mualem 
Burdine. 

* El modelo de Millington y Quirk 

Millington y Quirk (1961) exploran un enfoque interme- 
dio entre los modelos de Purcell y de Childs y Collis- 
George. Ellos consideran una correlación parcial entre 
las dos secciones. El factor de correlación es introdu- 
cido en el área total, es decir: 

modelo de Childs y Collis-George (ecuación 24). 

exponente de la ecuación por la unidad. 

Mualem (1 a diferencia de Childs y Collis-George 
proporciona un poco más de peso al poro gran- 

de en la resistencia del medio poroso al flujo. El mode- 
lo se deduce de la ecuación considerando que R 
es la media geométrica de los radios de las dos sec- 
ciones, es decir = rp/T2. El modelo de la permeabi- 
lidad relativa se deduce aceptando la hipótesis de 
Childs y Collis-George (1950) definida por la ecuación 

a saber: 

r 

con m Recuérdese que m = I corresponde al 
modelo de Purcell y m = al modelo de Childs y Co- 
Ilis-George. 

Millington y Quirk proponen un método para estimar 
el parámetro m, razonando de manera similar a Childs 

donde el término representa una corrección em- 
pírica que incluye los efectos de tortuosidad y de correla- 
ción entre las secciones; la potencia es aproximada. 



Citar todas las referencias en las cuales este mode- 
lo ha sido utilizado desde su publicación en está 
fuera de cuestión, ya que la lista sería muy larga. Nos 
limitaremos a hacerle un análisis ulteriormente. 

Los modelos clásicos de la permeabilidad expues- 
tos líneas arriba serán establecidos a partir de los 
conceptos de la geometría fractal. Para comenzar se 
introduce la conceptualización fractal del radio per- 
pendicular a la trayectoria rectilínea (&), posteriormen- 
te se mostrarán ciertas hipótesis simplificadoras, con 
el objetivo de comprender mejor las diferencias entre 
los modelos, que algunas veces serán muy sutiles. 

El suelo como un objeto fractal 

Para explicar las correcciones empíricas en los mode- 
los clásicos de la conductividad hidráulica, se introdu- 
cen algunos conceptos básicos de la geometría fractal. 

Definiciones 

El tamaño de un subconjunto cubierta. Se define el ta- 
maño U = r de un subconjunto U no vacío de 
donde E es la dimensión de Euclides (aquí E 3) y 
el conjunto de los números reales, como el límite de las 
distancias más grandes entre todo par de puntos x e y 
en U: U = sup{ x y E U ) .  Si {U,), es una colec- 
ción contable (finita o infinita) de conjuntos, cuyos ta- 
maños son inferiores o iguales a r, que cubre un con- 
junto F, así F es un subconjunto de la unión de los 
conjuntos U,, con O Uj = r, se dice que {U,) es 
una r-cubierta de F. 

La medida de Lebesgue. Para un subconjunto F de 
se define para cada r O la medida siguiente: 

donde S es un número no negativo, no necesariamente 
entero. 

Cuando se está interesado en minimizar, para cada 
cubierta de F de tamaños inferiores o iguales a r ,  la 
suma de los tamaños de los conjuntos cubiertas a la 
potencia S, la clase de cubiertas admisibles de F se 
reduce a medida que r disminuye (Falconer, 1990); esto 
implica que el infimum de la suma disminuye y tiende 
a un límite cuando r tiende a cero. Es decir: 

donde Hs(F) es la medida S-dimensional de Hausdorff 
del conjunto F. 

La dimensión de Hausdorff-Besicovich. Un gráfico 
de Hs(F) en función de S (O I SI E) muestra que existe 
un valor crítico de S donde la medida de Hausdorff sal- 
ta de a O (Falconer, 1990). Este valor crítico es Ilama- 
do dimensión de Hausdorff-Besicovitch del conjunto F. 

La dimensión fractal de Mandelbrot. Si F es cubier- 
to por una colección finita de conjuntos = Nr) 
de la misma forma y tamaño de las ecuaciones 
y se obtiene: 

La medida E-dimensional de Lebesgue del conjun- 
to F, denotada por LE(F), se define como el límite de la 
ecuación cuando r tiende a cero: 

Existen subconjuntos del conjunto de los números 
reales, cuya cantidad de elementos es igual al propio 
conjunto de los números reales y que su medida de 
Lebesgue es cero. El ejemplo clásico es el conjunto 
perfecto de Cantor, un subconjunto del intervalo [O, 
Este conjunto tiene entre sus propiedades la de no 
contener ningún intervalo, esto es, el conjunto de Can- 
tor está formado sólo por puntos y cada uno de ellos 
es de acumulación. 

Se hace notar que la medida de Lebesgue no hace 
diferencia entre un punto aislado y el conjunto de Can- 
tor; los dos conjuntos tienen medida de Lebesgue cero 
y es deseable poder hacer una diferencia entre estos 
dos conjuntos. También existen conjuntos que sin con- 
tener ningún intervalo tienen medida de Lebesgue po- 
sitiva, como los llamados conjuntos “gordos” de Cantor 
que están formados sólo por puntos de acumulación. 

Por lo tanto es conveniente definir una medida más 
“fina” que la de Lebesgue y que haga diferencia entre 
puntos aislados y el “polvo” de Cantor. Una medida 
capaz de diferenciar fractales. 

La medida de Hausdorff. Para un subconjunto F de 
puede definir para cada r O la siguiente medi- 

da (Falconer, 1990): 

Usando esta relación y la continuidad de la función 
logaritmo, Mandelbrot (1983) define una nueva dimen- 
sión como sigue: 



Se puede demostrar que se satisface la desigual- 
dad siguiente: dim(Hausdorff-Besicovich) (dim(Man- 
delbrot). La dimensión de Mandelbrot es fácil de calcu- 
lar y usualmente aproxima rápidamente la dimensión 
de Hausdorff-Besicovich, de difícil cálculo. 

La ecuación indica que si el suelo se considera 
como un objeto fractal, el número de conjuntos cubier- 
tas de tamaño es inversamente proporcional a 
cuando O, es decir: 

Se pueden construir conjuntos en los cuales el nú- 
mero de conjuntos cubiertas de radio r satisfaga de 
manera exacta la fórmula para todo r, por ejemplo: 

a) El polvo de Cantor: 

b) El tapiz de Sierpinski: 

La esponja de Menger: 

En estos conjuntos: 

Notemos que el volumen del cuerpo paralelo del 
fractal no es igual al volumen de la cáscara, esta últi- 
ma definida por 

La masa contenida en los conjuntos cubiertas. La 
masa en la geometría de Euclides es proporcional al 
volumen de los conjuntos cubiertas m, En la geo- 
metría fractal, E se reemplaza por la dimensión fractal 
(Mandelbrot, 1983) m, De esta relación se puede 
inferir que la medida de Hausdorff, definida por las 
ecuaciones y con S = D es, de hecho, una medi- 
da de masa. Esta proporción se transforma en una 
igualdad con el auxilio de la escala H, definida por la 
ecuación 40: m, = m,, (r/H)D, donde m,, es la masa co- 
rrespondiente a r = H. Puesto que en la ecuaciones 
y se han considerado conjuntos cubiertas de la mis- 
ma forma, se tiene m,, = donde la densidad 
corresponde a r = H. En otros términos, se puede es- 
tablecer que cuando r -+ O: 

Si la masa se expresa como m, = pr la densidad 
(pr), considerando la ecuación queda definida por 
( r  O): 

De acuerdo con las ecuaciones y se 
satisfacen los límites siguientes: 

Volumen del cuerpo paralelo. 
Se define el cuerpo r-paralelo Pr de un conjunto F por 
Pr(F) = r, El volumen del cuer- 

paralelo se obtiene como el producto del volumen 
del conjunto cubierta, es decir donde c es un 
coeficiente de forma (c = si las cubiertas son para- 
lelepípedos), y de] número de cubiertas, esto es, 

Nr Considerando la ecuación se 
obtiene cuando O: 

J 

Se puede definir una densidad de modo 
que la masa contenida en los conjuntos cubiertas sea 
obtenida a partir del volumen del cuerpo paralelo. 
Cuando r-+ O: 

La fórmula puede ser utilizada para estimar la 
dimensión fractal a partir del volumen del cuerpo para- 
lelo. Es decir: 

donde: 



La relación superficie-volumen de Mandelbrot. Pues- 
to que el volumen (v) es proporcional a y el área (A)  
a donde L representa una longitud, es propor- 
cional a en la geometría de Euclides. De acuerdo 
con Mandelbrot, en la geometría fractal es propor- 
cional a donde Des la dimensión fractal (Mandel- 
brot, 1983). Esta proporción puede ser generalizada 
de la manera siguiente: 

en otros términos se tiene: 

Solidicidad areal : 

Porosidad areal : 

A partir de la ecuación se puede demostrar que 
se satisface la desigualdad De la misma ecua- 
ción se deducen los comportamientos extremos de la 
función s 

La equivalencia superficie-masa. El volumen de 
cada conjunto cubierta es proporcionado por De la 
ecuación se obtiene la proporción: supE(U) 
Considerando la ecuación se establece la equiva- 
lencia siguiente: 

Cuando se reemplaza la masa por la superficie en 
las ecuaciones a la densidad en lugar de re- 
presentar el contenido de masa en una unidad de volu- 
men, representa el contenido de superficie en una 
unidad de volumen correspondiente a r = H. 

Relación entre la dimensión fractal y la porosidad 

Para explicar las correcciones empíricas introducidas 
en los modelos de Purcell y Childs y Collis-George de 
la permeabilidad, nos apoyaremos en el enfoque de 
Millington y Quirk (1961). Especialmente se ofrecerá 
una justificación de la expresión (1 + = en el 
contexto de la geometría fractal. 

Considerando al suelo como un objeto fractal, se 
puede aplicar la ecuación de la manera siguiente: 
si = representa el volumen de los sólidos relati- 
vo al volumen total de suelo (o “solidicidad volumétri- 
ca”), entonces el área de los sólidos relativa al área 
total del suelo (o “solidicidad areal”), será igual a 
con s = D/E Siguiendo la idea probabilística, hagamos 
un corte perpendicular a la dirección macroscópica 
del movimiento para obtener dos secciones paralelas 
situadas en x e y del eje del escurrimiento. Sobre cada 
sección, el área de los poros es, según la ecuación 
igual a La probabilidad total del encuentro de las 
secciones en un punto intermedio es el área de 
flujo = = 

Puesto que + = y + = se establece la 
relación fundamental siguiente: 

Las ecuaciones y establecen que la dimen- 
sión fractal de los suelos ( E  = 3) satisface D 
Según estos resultados, se puede inferir que: a) el mo- 
delo de la permeabilidad de Purcell (ecuación 19) es 
representativo de los suelos donde la porosidad es pe- 
queña, como en los suelos arenosos, y b) el modelo de 
la permeabilidad de Childs y Collis-George (ecuación 
24) es representativo de los suelos donde la porosidad 
es grande, como en los suelos arcillosos. 

Algunos valores importantes de la dimensión fractal 
y de la porosidad se obtienen en los siguientes casos: 

Para el valor de Millington y Quirk s = (E = 
D = se puede demostrar, a partir de la ecuación 
que la porosidad volumétrica satisface el polinomio 
siguiente: 

La raíz en el intervalo (O, 1) es lo que 
conduce a 

Si la porosidad volumétrica es igual a la solidicidad 
volumétrica, es decir, = = entonces de la 
ecuación 55: 

haciendo x (1/2)s se obtiene la ecuación que define 
la proporción áurea (Huntley, 1970): + x -  = O. La 
raíz positiva proporciona: 

La solidicidad areal: 



La dimensión fractal: 

La porosidad areal: 

L -  

3) Si la porosidad areal es igual a la solidicidad areal, 
es decir = = entonces de la ecuación 55: 

haciendo x = se obtiene de nuevo la ecuación 
x2 x -  = O, que define la proporción áurea. La raíz 
positiva proporciona: 

La porosidad volumétrica: 

La dimensión fractal: 

\ 

De manera análoga y de acuerdo con la estructura 
de la ecuación la superficie de los poros contenida 
en las cubiertas, considerando la ecuación es pro- 
porcionada por: 

\ 

cuando r O, donde = V, es el volumen total de 
los poros y pv es la densidad total de los poros. La den- 
sidad de los poros correspondiente a r, cuando -+ O, 
se obtiene de la ecuación 52: 

Puesto que el volumen total de suelo (V, = es 
igual a la suma de los volúmenes totales de los sólidos 
(V, = y de los poros (V, = se establece que: 

La solidicidad volumétrica: 

Las densidades 
La suma de la superficie total de los sólidos (Ms) y 

la superficie total de los poros (Mv) es igual a la super- 
ficie total del suelo (Mt). Dada la equivalencia entre la 
superficie y la masa establecida en la ecuación se 
tiene M, = Mv = y Mt = donde ps 
es la densidad de los sólidos, pv es la densidad de los 
poros y pt es la densidad total del suelo. Las ecua- 
ciones y permiten establecer: 

Teniendo en cuenta la estructura de la ecuación la 
superficie de los sólidos contenida en las cubiertas, 
considerando la ecuación es proporcionada por: 

cuando r O, donde cH = V, es el volumen total de 
los sólidos y ps es la densidad total de los sólidos. La 

de la ecuación ( r  O): 
densidad de los sólidos correspondiente a r se obtiene 

La comparación de las ecuaciones y permite 
obtener las definiciones siguientes de las densidades 
totales: 

Las ecuaciones y correspondientes a los sóli- 
dos se escriben, cuando r O, como sigue: 



Se puede ver que la ecuación es análoga a 
la ecuación y que la ecuación es análoga a la 
ecuación 

Las porosidades parciales 

Relación entre las porosidades volumétrica y areal par- 
ciales. Cuando los poros no se encuentran totalmente 
llenos con agua, la relación entre las porosidades areal 
y volumétrica definida por la ecuación debe ser ge- 
neralizada a las porosidades parciales. Puesto que 
es la porosidad volumétrica parcial (o contenido volu- 
métrico de humedad cuando los poros contienen agua), 
se define o como la porosidad areal parcial (o área co- 
mún de flujo) correspondiente (ver las ecuaciones l y 
21). La relación entre la porosidad areal parcial (o) y la 
porosidad volumétrica parcial (8) se obtiene a partir de 
la ecuación 57: 

La semiporosidad areal 

Se introduce el concepto de "semiporosidad" areal, útil 
para la integración del modelo de la ecuación Se- 
gún la ecuación la porosidad areal o probabilidad 
en x e y es definida respectivamente por = y 

= donde sx y sy son las dimensiones fractales 
relativas a la dimensión de Euclides en los puntos x e 
y respectivamente, calculadas en función de y 
con la utilización de la ecuación 55; estas porosidades 
pueden ser diferentes si el suelo es heterogéneo. La 
porosidad areal en z intermedio a x e y es dada por 

En otros términos, la porosidad areal o 

probabilidad en z es el resultado de una "parte" de la 

probabilidad en x igual a y de otra “parte” en y 
igual a Llamaremos a esta parte de la probabili- 

que será denotada por y definida por: 

donde, de manera análoga a la ecuación se puede 
definir: 

U 

en la cual es la función densidad de la porosidad 
areal. 

La porosidad volumétrica parcial en el suelo. En el 
trabajo pionero de Brooks y Corey 964) se argumen- 
ta experimentalmente que la relación entre el conteni- 
do volumétrico de agua y la presión del agua, llamada 
curva característica de humedad o curva de retención, 
es bien representada por una función potencia cuando 
la presión es pequeña, es decir cuando 

Laplace definida por la ecuación la relación entre la 
porosidad volumétrica parcial y el radio de poro es 
bien representada por una función en potencia, esto 
es cuando R O; la potencia es llamada 
"índice de poros". Definiendo un tamaño de poro críti- 

y 0. Considerando lo anterior y la ley de dad una semiprobabilidad una semiporosidad areal, 

La relación entre la semi porosidad areal parcial, 
co (Ro) asociado con una presión crítica en el sentido 
de Brooks y Carey y a la porosidad volumétrica total, 

denotada por y la porosidad volumétrica parcial 
se obtiene a partir de la generalización de la ecuación 

se puede escribir la porosidad volumétrica parcial en 

ecuación de la siguiente manera: 

es decir: 
función del poro de tamaño R, con la ayuda de la 

La semiporosidad areal total satisface la rela- 
ción siguiente: 

donde la función S(r) está definida por: 

Puesto que R e s  el radio perpendicular a la trayec- 
toria tortuosa y R, es el radio perpendicular a la tra- 
yectoria rectilínea en un punto dado, es razonable 
suponer que la contribución relativa a la porosidad vo- 
lumétrica por el primero es la misma contribución rela- 
tiva a la porosidad areal por el segundo. En otros térmi- 
nos, se puede escribir una relación análoga a la ecua- 
ción para la porosidad areal: 

donde el radio R,, corresponde al radio R,. 
La combinación de las ecuaciones y consi- 

derando las ecuaciones y permite establecer la 
relación siguiente entre Rs y R: 



Para caracterizar las dos secciones situadas en x e 
y sobre la trayectoria rectilínea, se utiliza la notación 

para designar los tamaños que definen la poro- 
sidad areal parcial y la notación (;,, para designar 

parcial o semiporosidad areal parcial (a). De acuerdo 
con las ecuaciones y 77: 

La integral de la ecuación que define la per- 
meabilidad, toma la forma: 

los “semitamaños”, que definen la semiprobabilidad 
donde está relacionado con rs a través 
de la ecuación 

Las interpretaciones del radio R, que interviene en 
esta expresión conducen a diferentes modelos de la 
permeabilidad. 

Modelo del ‘poro pequeño” 

Utilicemos la hipótesis de la ecuación de Childs y 
Collis-George para los radios perpendiculares a la tra- 
yectoria rectilínea: 

donde corresponde a 

De las ecuaciones a se sigue: 

La tortuosidad local 

La tortuosidad local, es decir la tortuosidad en función 
de cada tamaño de poro ( r ) ,  se deduce con la intro- 
ducción de la ecuación en la ecuación 9: 

La integración de la ecuación es por lo tanto 
análoga a la de la ecuación es decir: 

Para un suelo homogéneo (a, = = a) es fácil de- 
mostrar, haciendo cambios de variables y de orden 
de integración, que las integrales son iguales. Dicho de 
otra manera: 

donde To = 

Se debe observar que la forma de la ecuación 
justifica en el formalismo fractal la ecuación empírica 

propuesta por Fatt y Dysktra (1951). Se debe tam- 
bién observar que con el valor s = (6 = O) se dedu- 
ce de la ecuación T =  To = constante, resultado com- 
patible con el modelo extremo propuesto por Purcell, 
deducido a partir de un sistema de capilares paralelos 
y aplicable cuando la porosidad tiende a cero. En el 
modelo extremo propuesto por Childs y Collis-George, 
aplicable para los suelos en donde la porosidad tiende 
a la unidad, es necesario introducir la corrección por 

que ecuación es inversamente proporcional 
a la densidad definida por la ecuación 

Modelos de la conductividad hidráulica 

Modelo de la media geométrica 

Adoptemos la hipótesis original debida a Mualem 
que considera el radio volumétrico R como la media 
geométrica de r y  para los radios areales: 

tortuosidad con s = (6 = Es importante señalar 

Las semiporosidades areales parciales en los puntos x O O 

Si el suelo es homogéneo se tiene evidentemente e y sobre la trayectoria rectilínea son representadas 
respectivamente por a, y El área de flujo en un 
punto intermedio se define por: 1‘ 

I 

La ecuación de la permeabilidad se transforma en: 

Rs 



Modelo del “poro neutro” 

Cuando se considera que no hay preferencia por los 
radios, 

se obtiene a partir de la ecuación 83: 

Si el suelo es homogéneo se tiene ( 

Y 

Modelo del “poro grande” 

Consideremos finalmente que el poro de radio más gran- 
de determina la resistencia al flujo, en otros términos: 

es decir R, = máx 

Con esta hipótesis, la ecuación conduce a: 

y realizando la primera integral, a: 

Para el suelo homogéneo se tiene 

Y 

Resumen de modelos de la conductividad 

El tamaño de poro se toma en la literatura como aquel 
que satisface la ley de Laplace. Los modelos para es- 
timar la conductividad hidráulica relativa a partir de la 
curva de retención, se obtienen de las ecuacio- 
nes y considerando las ecuaciones 
y a saber: 

El modelo del “poro pequeño”: 

El modelo de la “media geométrica”: 

El modelo del “poro neutro”: 

El modelo del “poro grande”: 

En estos modelos se puede incorporar el contenido 
volumétrico de agua residual definido por Brooks 
y Corey de manera que O, reemplazan- 
do O por el contenido volumétrico de agua O,, = O O, ,  
y por la porosidad volumétrica efectiva = La 
dimensión fractal relativa correspondiente se deberá 
calcular reemplazando en la ecuación por la poro- 
sidad efectiva En otras palabras, el contenido vo- 
lumétrico de agua residual se adiciona a la solidicidad 
volumétrica total: = = O , .  

Comparación de los modelos 

La integración analítica de los cuatro modelos expues- 
tos es elemental con las ecuaciones y conside- 
rando las ecuaciones a o con el formalismo de 
Brooks y Carey. Estas ecuaciones ponen en evidencia 
de una manera simple las principales diferencias entre 
los modelos de la permeabilidad. A partir de las ecua- 
ciones a se puede demostrar que la conducti- 
vidad relativa resultante es la misma; las diferencias 
entre los modelos radican en las expresiones para la 
conductividad total. En otros términos se obtiene: 

1) La permeabilidad relativa: 



2) La permeabilidad total: La correlación global 

Para obtener la estructura de los modelos clásicos va- 
mos a introducir una hipótesis simplificadora. Observe- 
mos que la porosidad areal dada por la ecuación 
puede ser expresada en función de los radios volumétri- 
cos (r,p), es decir = 
Bajo la hipótesis de que la función multiplicativa de las 
diferenciales de y puede ser reemplazada por 
una media que depende sólo del límite superior, esto 
es de R, se obtiene: 

en donde el factor de ponderación A es diferente para 
cada modelo. Denotando a A por para el modelo 
del poro pequeño (ecuación para el modelo de 
la media geométrica de los tamaños de los poros (ecua- 
ción para el modelo del poro neutro (ecuación 

para el modelo del poro grande (ecuación 
se tiene: 

A partir de la ecuación se puede verificar que 
se satisfacen las desigualdades las 
igualdades corresponden a los extremos O, 
Cuando O se tiene el comportamiento: = 
A, = = = Los valores de co- 
rrespondientes satisfacen: 

en donde se ha eliminado el término s2 para satisfacer 
las ecuaciones y a saber: 

R R  

La tortuosidad global 

La hipótesis compatible con la anterior es la hipótesis 
de que la tortuosidad es una función solamente del ra- 
dio mayor, esto es, solamente de la humedad. Esta tor- 
tuosidad global resulta de la combinación de las ecua- 
ciones y 81: 

Se observará que la ecuación generaliza la 
ecuación deducida por lrmay = a partir de 
la teoría de Koseny para el flujo saturado. La forma ya 
había sido obtenida anteriormente por Averyanov 
(1950) a partir de la resolución de la ecuación de Na- 
vier-Stokes para el movimiento del agua en un tubo, en 
el cual el agua es ubicada sobre la pared del tubo y el 
aire en su centro; la solución formal correspondiente 
es = 2) s), donde S = 
Suponiendo que la integral total de esta solución es 
igual a la integral total de la función Averyanov 
obtiene = = Yuster (1951) deduce = su- 
poniendo que el aire se mueve con el mismo gradiente 
que el agua en el modelo de Averyanov. Corey (1 954) 
sugiere un valor empírico de = Brooks y Corey 
(1 964) establecen la misma forma con la introducción 
de su modelo de en el modelo de la ecuación 
de Burdine, ellos obtienen = + 

Los modelos clásicos dentro 
de la geometría fractal 

A continuación se establecen los modelos clásicos de 
la literatura a partir de los cuatro modelos conceptua- 
les expuestos líneas arriba. 

En varios trabajos reportados en la literatura (Rieu y 
Sposito, b) se ha sugerido que la porosidad vo- 
lumétrica parcial es proporcional al volumen del cuer- 
po paralelo Si tal es el caso, se deduce que: 

La introducción de las ecuaciones y en la 
ecuación permite expresar la permeabilidad de la 
manera siguiente: 

Se debe notar sin embargo que el resultado de la 
ecuación es independiente del significado de pro- 
porcionado por la ecuación 

De la ecuación se tiene = La 
ecuación conduce a: 



donde: 

en esta potencia, el primer sumando representa los 
efectos globales de la correlación de los poros, mien- 
tras que el segundo representa los efectos globales 
debidos a la tortuosidad de las trayectorias de flujo. 

Los modelos de la permeabilidad que resultan al in- 
troducir las cuatro hipótesis de la sección anterior son, 
respectivamente, los siguientes. 

Modelo del “poro pequeño” R(r,p) = mín 

La permeabilidad parcial: 

La permeabilidad total: 

‘O O 

La permeabilidad relativa: 

Este es el modelo de Childs y Collis-George 950) 
con un factor de corrección. 

Modelo de la “media geométrica” = rp. 

La permeabilidad parcial: 

La permeabilidad total: 
r 

Y 

La permeabilidad relativa: 

Modelo de/ “poro neutro“ R(r,p) = o R(r,p) = p 

La permeabilidad parcial: 

Y 

La permeabilidad total: 

La permeabilidad relativa: 

~- 
_I 

Este modelo presenta la estructura del modelo de 
Burdine 953). 

Modelo del “poro grande” R(r,p) = máx 

La permeabilidad parcial: 

U 

La permeabilidad total: 

Y 

La permeabilidad relativa: 
_I- 

Resumen de modelos clásicos 

Los modelos propuestos en la literatura para estimar la 
conductividad hidráulica relativa a partir de la curva de 
retención, se obtienen de las ecuaciones 

y a saber: 
El modelo de Childs y Collis-George (1950) 

generalizado: 

Este es el modelo presentado por Mualem (1976) 
con un factor de corrección. 



El modelo de Mualem 976) generalizado,: 

El modelo de Burdine 953) generalizado: 

El modelo de Fuentes (1992): 

La potencia p resulta de la ecuación de la ve- 
racidad de la ecuación con € = y con la ecua- 
ción 

También en estos modelos se puede incorporar el 
contenido volumétrico de agua residual reempla- 
zando por (0 y por 

Discusión de resultados 

La potencia p que aparece en las ecuaciones a 
se ha considerado clásicamente como un paráme- 

tro empírico. La teoría expuesta en este trabajo ha per- 
mitido su justificación en el contexto de la geometría 
fractal. Esta potencia es el resultado de los efectos de 
correlación entre poros (p1) y de la tortuosidad (p2) 
(ecuación 128). En el cuadro se muestran los valores 
extremos de estas potencias, correspondientes a los 
valores extremos de la porosidad volumétrica total. Asi- 
mismo, se muestran resultados intermedios relativos a 
los valores indicados por las ecuaciones y 

El valor aproximado de p del modelo de Mua- 
lem (1976) (ver ecuaciones y 125) fue obtenido a 
través de la calibración de la ecuación sobre los da- 
tos experimentales de suelos reportados en diferen- 
tes trabajos, con la porosidad volumétrica total en el 
rango De acuerdo con el cuadro estos 
suelos pueden ser representados por un suelo con una 
porosidad media alrededor de Con esta compara- 
ción se puede considerar que la ecuación puede 
ser apropiada para estimar el valor de p para cada 
suelo a partir de su valor particular de la porosidad. 

Aplicaciones 

Los modelos de Burdine (ecuación 28) y de Mualem 
(ecuación 35) han sido utilizados por Van Genuchten 

980) para estimar la conductividad hidráulica a par- 
tir de la curva de retención, cuando ésta es represen- 
tada por la función: 

L 

en donde m y  n son dos parámetros positivos; es un 
valor característico de la presión y Se es el grado de 
saturación efectiva definida por: 

Para obtener formas analíticas cerradas, Van Ge- 
nuchten impone relaciones entre m y n. En el modelo 
de Burdine m = y en el modelo de Mualem 
m = I 1/n. Un procedimiento similar puede ser utili- 
zado en el modelo de Fuentes (1992) (ecuación 
y en los modelos definidos por las ecuaciones 

y 
La introducción de la ecuación en las ecuacio- 

nes y permite obtener, respectivamente, 
las siguientes expresiones de la conductividad, en fun- 
ción del grado de saturación efectiva: 



La utilización de la ecuación con alguno de los entre la porosidad volumétrica total y la dimensión 
modelos definidos por las ecuaciones y fractal del medio poroso. 
requiere del valor de la porosidad del suelo en estudio Esta distinción ha permitido obtener un modelo 
para calcular la dimensión fractal relativa (s) con la conceptual de la conductividad hidráulica, al cual se le 
ecuación y así obtener la relación entre los pará- han introducido las hipótesis clásicas relativas a los 
metros m y n correspondiente a cada modelo. Luego pesos de los radios en la resistencia ofrecida al movi- 
se estiman sobre la curva de retención experimental, miento del agua por el suelo, lo que a su vez ha per- 
con el método de los mínimos cuadrados por ejemplo, mitido establecer cuatro modelos particulares. 
los parámetros (m, de la ecuación La con- Una simplificación de estos cuatro modelos ha con- 
ductividad hidráulica a saturación (Ks) deberá ser ducido a reencontrar los otros cuatro modelos clásicos 
proporcionada. propuestos en la literatura especializada. Estos mode- 

La introducción de la ecuación en los modelos los han sido generalizados. 
clásicos definidos por las ecuaciones y Las correcciones empíricas aportadas a los mode- 
permite obtener, respectivamente, las siguientes los clásicos de la conductividad hidráulica, relativa a la 
expresiones: conductividad hidráulica a saturación, han encontrado 

una justificación en el formalismo de la geometría frac- 
tal. Las correcciones dependen del valor de la dimen- 
sión fractal de cada suelo. 
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Abstract 

Fuentes, C., F. Brambila, M. Vauclin, J. J.Y. Parlange R. Haverkamp, “Fractal modeling of hydraulic conduc- 
tivity in non-saturated soils”, Hydraulic Engineering in Mexico (in Spanish), vol. XVl, num. pages 
April-June, 

From a theoretical point of view we study the hydraulic conductivity that appears at the generalized Darcy 
law of non-saturated soils. The relation between the hydraulic conductivity and the water’s volumetric con- 
tent is established from the hypothesis that microscopic and macroscopic levels of water movement are de- 
scribed by Poiseuille and Darcy’s laws, respectively We made a distinction between pore radius that define 
areal porosity and volumetric porosity in the emergence of macroscopic law from the microscopic law. The 
relation between radius and porosities has been established from tortuosity concepts of the movement paths 
of water and the correlation between pores. Concepts that are based on the relation between total volumet- 
ric porosity and soil’s fractal dimension. This distinction has lead into a conceptual hydraulic conductivity 
model, to which has been introduced the classic hypothesis relative to radius weights in the resistence 
offered to movement of water by soil. This, in turn, has allowed to obtain different particular models. A simpli- 
fication of these models has given way to reencounter the classic models proposed in the literature. The em- 
piric corrections made to classic models of hydraulic conductivity relative to hydraulic conductivity by satu- 
ration, are justified in the formalism of fractal geometry The correction depends on the value of the fractal 
dimension of each soil type. 

Key words: Poiseuille´s law, Laplace Laplace´s law, tortuosity, fractal dimension, volumetric porosity, areal porosity 
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