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Se ha estudiado el comportamiento en tiempos muy cortos de las ecuaciones de Saint-Venant y

de Richards en su acoplamiento para describir la fase de avance del riego por gravedad en melgas.
En particular se ha establecido la evolucién en el tiempo de la fuerza de friccién. Asimismo, se han

analizado las leyes potenciales de resistencia hidrdulica que pueden ser utilizadas en el ‘

acoplamiento. Se ha estudiado exhaustivamente la ley fractal de resistenicia hidraulica desarrollada
por Fuentes (1992, 1994), y utilizada por Fuentes y Vauclin (1994) en el riego por gravedad. La
caracteristica principal de esta ley es que las potencias de la pendiente de friccion (d} y del radio
hidrdufico (b) estédn relacionados por h=3d-1y ademas d=D/3, donde D es una dimensidn fracial
de masa (Mandelbrot, 1983). Esta ley incluye como casos particulares las leyes extremas de
Poiseuille y Chézy, la ley de Hazen-Williams y la de Prandtl-Blasius. El andlisis en tiempos muy
cortos permite concluir que esta ley es adaptable a una gran famnilia de funciones del caudal de
riego impuestas como condicidn de frontera en la cabecera de la melga. También se ha estudiado

la ley potencial de resistencia hidraulica con d y b independientes, la cual contiene la ley de A

Manning-Strickler. Se ha mostrado que la ley solo es aplicable en el acoplamiento para una familia

muy limitada de funciones del caudal de riego, en particular no es aplicable en el caso importante
cuando el caudal de riego es una constante. Si esta ley se utilizada, sus pardmetros dependen de -

las condiciones de frontera e implica que la evolucion de la lamina de riego en tiempos muy cortos
dependa del caudal de riego, lo cual contradice el resultado obtenido a través de la ecuacion de

Richards de que esta evolucion es independiente del caudal de riego. Esta ley potencial, con lade -

Manning-Strickler incluida, no debe ser utilizacla en el acoplamiento de las ecuaciones de Saint-

Venanty de Richards del riego por gravedad. En otros términos, la ley potencial que debe utilizarse.

en el acoplamiento de las ecuaciones es la ley fractal de resistencia hidraulica.

Palabras clave: fase de avance, [sy fractal de resistencia hidraulica.
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Introduccion

El riego por gravedad consiste en la introduccién del agua
en una superficie de suelo relativamente seco, a partir de
uno de sus extremos o la cabecera de la parcela. Encaso
de riego por melgas o surcos, esta superficie puede
considerarse como un canal poroso. El aporte de agua
induce un movimiento del agua sobre la superficie del
sueloy un movimiento subterraneo. En estos movimientos
se pueden distinguir tres fases: la fase de avance, que se
inicia a partir del aporte de agua y finaliza en el momento
en que el frente de onda llega al extremo terminal del
canal; la fase de almacenamiento, gue se inicia a partir
del momento en que el frente de onda arriba al extremo
terminal del canal y finaliza hasta el momento del corte
del aporte de agua; la fase de recesién, compuesta de
dos subfases: a) la recesion vertical, que se inicia a partir
del corte del aporte de agua hasta el momento en que el
tirante de agua en la cabecera del canal desaparece, y b)
la recesidn horizontal, que comprende desde la
desaparicion del tirante de agua en la cabecera hasta su
desaparicién a todo lo largo del canal.

La simulacion matematica de las tres fases del riego
exige una modelacién de los movimientcs superficial y
subterraneo del agua. De acuerdo con los principios
utilizados en la modelacion, podemos agrupar los trabajos
reportados en la literatura en el contexto de cuatro
enfoques: a) la modelacién de ambos movimientos se
aborda de una manera totalmente empirica (e.g. Fok y
Bishop, 1965; Willardson y Bishop, 1967); b) el movimiento
superficial se modela con las ecuaciones de Saint-Venant
(1871) y sus simplificaciones, y el movimiento subterraneo
con ecuaciones empiricas como las de Kaostiakov (1932)
y Mezencev (1948) (e.g. Hart et al., 1968; Chen, 1970;
Kincaid etal., 1972; Smith, 1972; Sakkas y Strelkoff, 1974;
Cunge y Woolhiser, 1975; Basset y Fitzsimmons, 1976;
Katopodes y Strelkoff, 1977; Strelkoff y Katopodes, 1977,
Singh y Ram, 1983); c) el movimiento superficial se
simplifica considerablemente (modelo hidroldgico) y en
la modelacion del movimiento subterraneo existe la
posibilidad de utilizar ecuaciones racionales (e.g. Lewis y
Milne, 1938; Philip y Farrel, 1964), y d) el movimiento
superficial se modela con las ecuaciones de Saint-Venant
y el movimiento subterraneo con la ecuacion de Richards
(1931). Se puede citar el trabajo para modelar el riego
por melgas desarrollado por Schmitz et al. (1985), quienes
resuelven, con el método de las caracteristicas, las
ecuaciones completas de Barré de Saint-Venant y utilizan
para el movimiento subterraneo la solucién analitica de
la infiltracién obtenida por Parlange et af. (1985) a partir
de la ecuacion de Richards para el caso de una columna
semi-infinita de suelo sujeta a una presién constante sobre

la superficie del suelo (tirante de agua constante). Puesto
que el tirante de agua es en realidad una funcién del
tiempo, la solucidn es aproximada; es decir, las ecuacio-
nes no estan acopladas.

Este primer trabajo sobre el riego por gravedad tiene
como objetivo el estudio de la ley potencial de resistencia
hidraulica para llevar a cabo el acoptamiento de las
ecuaciones de Saint-Venant y Richards. El estudio se lleva
a cabo en el riego por melgas (canal rectangular) y en
tiempos muy cortos de la fase de avance.

En el riego por melgas se presentan las relaciones
geomeétricas siguientes: a) el area hidraulica A=Bh, donde
B es el ancho de la melga y h el tirante de agua sobre la
superficie del suelo; b} el perimetro mojado P=8+2h, c)
el radio hidraulico R,=A/P=h/(1+2h/B). Puesto que el
ancho de una melga es generalmente mucho mas grande
que el tirante de agua, las ecuaciones del movimiento se
simplifican considerablemente, ya que se puede suponer
que P=ByR,=h.

Las ecuaciones unidimensionales de Saint-Venant, que
resultan de los principios de conservacion de masay de
la cantidad de movimiento, se escriben para el riego por
melgas de la manera siguiente (Liggett, 1975):

oh 9dq
— +—+V, =0 (WA
at  dx
a(hu) a(qu) alh + z)
+ + MW,U + gh +ghJ =0 (1.2)
ot ox ox

en donde x es la direccion principal del movimiento [L]; ¢
es el ttempo [T]; gx, ) =U{x, Hh(x, ) es el caudal por uni-
dad de ancho de melga c caudal unitario [L2T']; U=U(x, 1)
es la velocidad media en una seccién transversal [LT7];
h=h(x1) es el tirante del agua sobre la superficie del
suelo [L], J,=-dZ/dx, con Z la coordenada vertical
orientada positivamente hacia arriba [L], es asimilada
generalmente a la pendiente topografica de la superficie
del suelo cuando el angulo de inclinacion es peguefo
[LLY, J=J{x, ))=~dh/dx es la pendiente de friccion [LLT],
h, siendo la carga de friccidn; g es la aceleracién
gravitacional [LT7?]; V,.=V,(x, {)=dl(x, t)/dt es la velocidad
de infiltracién [LT"], es decir, el volumen de agua infiltrado
en la unidad de tiempo por unidad de ancho y por unidad
de longitud de la melga; /=I/(x, t) es el volumen infiltrado
por unidad de superficie de suelo o lamina infiltrada [L];
el parametro adimensional A esta definido como A=V, /U,
donde V,, es la proyeccion en la direccion del movimiento
de la velocidad de salida de la masa de agua debido a la
infiltracion, la cual generalmente es despreciada
(Woolhiser, 1975).
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En la fase de avance del riego, las condiciones iniciales
y de frontera son las siguientes:

g(x0)=0 y h(x0)=0 (2.1)

q(O,t):qo, q(x,,t):O y h(x,,t):O (2.2)
donde g, es el caudal unitaric impuesto en x=0; x,{f) es
la posicién del frente de onda.

Para cerrar el sistema de las ecuaciones 1-2 es
necesario proporcionar ecuaciones para la velocidad de
infiltracién y la pendiente de friccion.

La velocidad de infiltracién se puede calcular con la
ecuacion de Richards (1931), resultado de la combinacion
de la ecuacion de continuidad y de la ley de Darcy:

al awl ol
o) 2 == k() KB -2

donde v =w {x, z, ) es el potencial de presion del agua
en el suelo [L]; t es el tiempo [T]; 9=, 9,)=qK z )=
-K(w)y (y—2) es el flujo de Darcy [LT]; z es el potencial
gravitacional asimilado a la coordenada espacial z
orientada positivamente hacia abajo [L], K es la
conductividad hidraulica del suelo [LT], funcién de la
presion del agua K=K(y); C(w)=d6/dy; es la capacidad
especifica [L]; 6=0(x, z, 1) es el volumen de agua por
unidad de volumen de suelo, conocido como contenido
volumétrico de agua [L3L9],

La ecuacién de Richards se debe resolver con la
condicién de Dirichlet en la superficie del suelo:

w(x,O,t): h(x,t) 4

La velocidad de infiltracion es igual al flujo vertical de
Darcy en la superficie del suelo: Vi(x, {)=q,, 0, t).

En cuantoc a la ley de resistencia hidraulica que
relaciona la velocidad media del movimiento U, el tirante
h y la pendiente de friccion J, es bastante comUn aceptar
una ley potencial, a saber:

U=ch®J® (5)

L.a ecuacién 5, por su generalidad como ley potencial,
incluye las formulaciones clasicas de Chézy con
b=d=%,y ¢=C,, donde C, es un coeficiente empirico
dimensional, de Manning-Strickler con b=%/,, d="/,, y
c=1/n donde n es un coeficiente de rugosidad

dimensional; de Poiseuille conb=2, d=1y c=kg/v, donde
v es el coeficiente de viscosidad cinematica [L2T"] y k es
un factor adimensional, cuyo valor en el flujo sobre
superficies lisas es k="/, (e.g. Landau y Lifchitz, 1989).
Asimismo, incluye la férmula de Hazen-Williams, utilizada
en el disefio de redes de tuberias (King et a/., 1952), con
b=0.63, d=0.54 y c=C,,, donde C,, es un coeficients
dimensional. Ella también incluye la ley de Prandtl utilizada
por Blasius para estimar el factor de friccién de la formula
de Darcy-Weisbach con b="%,, d=*/; y c=Cpg, donde Cgg
es un coeficiente dimensional.

Las condiciones para el acoplamiento de las
ecuaciones de Saint-Venant y Richards en la fase de
avance en el riego por gravedad han sido planteadas en
anos recientes. Fuentes (1992, 1994) propone una ley
potencial de resistencia hidraulica, en la cual existe una
relacién entre los exponentes b y d de la ecuacion 5, la
cual es argumentada por Fuentes y Vauclin (1994) en el
riego por melgas en tiempos muy cortos. Se entiende por
tiempos muy cortos, los tiempos cuando los efectos
gravitacionales son despreciables

La infiltracion en el origen del tiempo

Para el acoplamiento en tiempos cortos de las ecuaciones
de Saint-Venant y Richards en la fase de avance se
requiere conocer el comportamiento de la lamina infiltrada
cuando el tirante de agua sobre la superficie del suelo
evoluciona como h=ct* con 6= 0y 0= 0.

La infiltracion del agua en la melga es descrita por la
ecuacion de Richards bidimensional, definida por la
ecuacion 3; sin embargo, se puede mostrar que la
infiltracion es esencialmente vertical y descrita con la
ecuacion de Richards unidimensional, considerando el
tiempo en esta Ultima como el tiempo de contacto que
tiene el agua en un punto dado de la melga (Saucedo et
al., 2001).

El analisis de la ecuacion de Richards en tiempos muy
cortos ha permitido establecer que la lamina infilirada es
proporcional a la raiz cuadrada del tiempo (Parlange et
al., 1982; Haverkamp et al., 1990): /(0, l‘)=S\/?, cuando la
presiéon del agua en la superficie es constante. Ei
pardmetro S es denominado por Philip (1957) como la
sorbilidad del suelo (habilidad del suelo para sorber agua),
originalmente en los casos de presion negativa o nula en
la superficie; en el caso de una presion positiva, se puede
guardar la misma denominacién o, si se desea hacer la
distincion con la anterior, esta Ultima puede ser
denominada sorbilidad global.

Bajo la hipdtesis de una distribucion hidrostatica de
las presiones, la presion del agua en la superficie del suelo
es igual al tirante de agua sobre su superficie. Se desea
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demostrar, a partir de la ecuacién de Richards de la
infiltracién vertical, que si la evolucion del tirante de agua
en tiempos muy cortos es proporcionada por h=ct* la
evolucion de la lamina infiltrada correspondiente es
propororonada por I=St%, con B=1/.. :

La ecuacion de continuidad y la ley Darcy de la
infiltracion vertical son, respectivamente: d6/dt=-0q,/0z y
y q,=—K(w)dwy/dz+K(y). La ecuacion de Richards
resultante se resuelve en una columna semi-infinita de
suelo con una condicion de presion inicial constante (),
lo cual no resta generalidad, ya que de hecho se esté
interesado en la evolucion de la infiltracion en tiempos
muy cortos; el contéenido de humedad y la conductividad
hidraulica correspondientes son 8,=6(y,) y K,=K(,). La
condicion de frontera en la superficie del suelo o frontera
superior es proporcionada por y=h; el contenido de
humedad es igual al contenido de humedad a saturacion
8,=8(0< w< h), y la-conductividad hidraulica es igual a la
conductividad hidraulica a saturacion K,=K({0< w< h). La
condicion de frontera inferior (en el infinito) es igual a la
condicion inicial con 8,<6,. La integracion de la ecuacion
es facilitada con la introduccién de la relaciéon de flujos,
concepto extraido por Philip (1973) de los trabajos de
Parlange (1971a, 1971b}, vy considerando el hecho de
gue bajo las condiciones limites asumidas, la ecuacion
de continuidad puede ser escrita como dz/0t=04q,/26, en
la cual 6 y t son ahora las variables independientes:

Fe.t) = }(az/ar)om/uf(az/at)d19 ) q.(8.1)-K,

v(t)- K, ©)
en donde 0L F(B,1)< 1.

La introduccién de la ley de Darcy en la ecuacion 6
permite obtener la ecuacion diferencial:

3 k()

w o el )u)-<.]-[cw)-x]

cuya integracion sobre el intervalo (w,h], considerando
que FIB(0< w< h) t]=1, permite obtener la evolucidn del
perfil de presiones:

K(\p—) o+ K, h(t)
K, ]-[K()-K,] V=K, 8)

Se debe observar que el perfil de presiones esta
compuesto de la posicion del frente de saturacion, el

segundo término que define su espesor y una funcién de
la presidn en la zona no saturada, ubicada debajo de la
zona saturada, proporcionada por el primer término
(Parlange et al., 1985).

Ahora bien, la ecuacién de continuidad proporciona
la expresion de la lamina infiltrada, a saber:

3 uS

(t)- K.t = [[e(zt)-8,]oz = [=(8.t)d0 (9)

0 [

La introduccion de la ecuacién 7 u 8 en la ecuacion 9
y los cambios de variables pertinentes conduce a:

Nk T (o(v)-e.[K(v) . +K5A9h t)
/() K., —w{ F[e(\;/),t][v, t)—Kﬂ]—[K(w)—Kn] Y V'(t)—Kr. (10)

donde A8=0,-9,.

La ecuacion 10 puede ser integrada de manera cuasi-
exacta siguiendo la técnica de Parlange et al. (1982)
utilizada originalmente para h=0 vy aplicada para
h=constante>0 por Parlange et al. (1985} y Haverkamp
et al. (1990). Sin-embargo, la ecuacién 10 se puede
integrar de manera exacta en tiempos muy cortos. Se
puede demostrar que cuando t—0, la funcién F(8,t) es
una funcién solamente del contenido volumétrico de agua;
es decir, F(8,1)=1(8) (Parlange, 1975). Puesto que en
tiempos muy cortos V{f)>>K> K(y), la ecuacion 10 se
reduce a la ecuacién diferencial ordinaria siguiente
V(t)=dl/d:

t)= 25,:(@ + KS:Z;(I) (11)

en donde S, es la sorbilidad del suelo calculada con
(Parlange, 1975):

s: =21wa (12)

En el segundo miembro de la ecuacion 11, el primer
término representa la contribucién a la [Amina infiltrada
de la zona no saturada del suelo, mientras que el segundo
es la contribucién de la zona saturada; ambas zonas
generadas, por supuesto, por la infiltracion del agua a
través de la superficie del mismo.
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La introduccién de /=St? y h=ct* en la ecuacion 11
permite la evaluacion del limite siguiente:

S? K _ABc
SP=lm| ==t g =

-o| 2p B

tu+1—2[i

(13)

y para que éste exista se debe tener 1-2f= 0y a+1-2p= 0.

Si se supone gue la zona no saturada no contribuye al
limite, se tiene que 1-2B>0, y sila zona saturada tampoco
contribuye (c+1-2B>0), se obtiene Ja solucion trivial S=0.
Cuando hay contribucién al limite por parte de la zona
saturada (o+1-28=0), se deduce que a<0, lo cual
implica que h—e cuando —0, situacion fisicamente
imposible. Asf que, en definitiva, la zona no saturada sf
contribuye al limite, es decir 1-23=0, de donde f="/,. En
tal situacion, si la zona saturada también contribuye
(o+1-2B=0), implica que a=0, o que equivale a que &l
tirante sea constante (que puede ser nulo) y se obtiene el
resultado clasico (Parlange et al., 1985) $2=S8 2+ 2K,0A0.
Si la zona saturada no contribuye al limite (o.+1-2p>0),
implica que o.>0; es decir, el tirante de agua puede ser
una funcion mondtona creciente en tiempos muy cortos,
como ocurre en el riego por gravedad vy, en este caso,
S=S,.

Se ha demostrado, por lo tanto, que si en la superficie
del suelo la presion del agua evoluciona en tiempos muy
cortos como h=oct* con o= 0, la lamina infilirada evo-
luciona en los mismos siempre como /=St¥ con B="/,.

La fase de avance en el origen del espacio y el
tiempo

El acoplamiento de las ecuaciones de Saint-Venant vy
Richards en la fase de avance del riego por gravedad en
melgas se estudia cuando el caudal de riego, impuesto
como condicidn de frontera en la cabecera de la melga,
se representa por funciones que satisfagan el limite
siguiente:
l»imolq(o,t)t" "J= c, (14)
en donde C,2 0y y= 0 son parametros dados. Un caudal
constante es representado por y=0.

La variacion temporal del tirante de agua en la
cabecera se representa por funciones que satisfacen el
limite siguiente:

im| n{0t) |=o (15)

t- 0

en el cual los parametros ¢ y o. deben ser determinados.
Es claro que o= 0, puesto que inicialmente no hay agua
sobre la superficie de la melga.

El comportamiento de la velocidad en la cabecera
cuando t—0 se deduce de las ecuaciones 14y 15, a saber:

u(o,t)=£"_rv-u (16)
v}

de donde se infiere gue en el tiempo inicial la velocidad
es nula siy-o0>0; es una constante siy-u=0, y es infinita
si y-a.<0. La Ultima situacién ocurre cuando el caudal de
riego es constante.

La variaciéon temporal de la lamina de agua en la
cabecera es representada por funciones que satisfacen
el limite siguiente:

lim [/(o,t)t-“st (17)

t—o 0

en la cual S es la sorbilidad y B="/,.

Para la pendiente del perfil de agua sobre la superficie
del suelo en la entrada de la melga se asume la
dependencia siguiente:

’ ah(O,t)a
L el R (18)

en donde C,2 0y 620, ya que en la fase de avance
oh/dx< 0.

Para continuar, se recuerda que la ecuacién de
conservacion de la cantidad de movimiento (ecuacion 1.2)
es el resultado del siguiente razonamiento: la masa
contenida en un paralelepipedo de ancho B, de longitud
[L=Axydealtura h esigual a pBLh, donde p es la densidad
del agua; las fuerzas (en la direccion x) que participan en
la ecuacion (1.2) son la fuerza motriz F,=d(pBLAU)/dt; la
fuerza convectiva F=d(pBLqU)/dx; la fuerza debida a la
extraccion de masa por infiltracion F=ApBLVU; la fuerza
de presion F,=pBLh(g dh/dx); la fuerza debida a la
gravedad Fz=pBLh(g 9Z/dx), y la fuerza de friccidn, que
es definida para conservar la estructura de las fuerzas de
presion y gravedad, F,=pBLh(gJ). La suma de estas
fuerzas es igual a cero. Se denotan con la letra f, con los
subindices respectivos, las fuerzas precedentes por
unidad de masa [f=F/(pBLh)]. El comportamiento de estas
fuerzas unitarias en tiempos muy cortos se deduce de
las ecuaciones 14 a 18:
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fM(o,t)zﬁ”—t"’"“ (19)

(¢}

2

£(0.1) =—2—:2lt*‘“(act“" +BSt““)+————C;?p 2720 (20)

n(o,r):xBSC"t“”'““‘ (21)
62

f.(0.t)=~-gC,t° (22)

£(0t)=-gy, (23)

en donde la ecuacién 20 es obtenida considerando la
ecuacion de continuidad, ecuaciéon 1.1; es decir,
dq/ox=-(ah/dt+dl/at).

Para la fuerza unitaria de friccion en la cabecera de la
melga y en tiempos muy cortos se asume, en analogia
con las ecuaciones 22 y 23, el comportamiento siguiente:

o) =gifot)=citr (24)

donde C;= 0y 1 son parametros a determinar.
Se puede establecer el limite siguiente:

! Lrg[ff ) |=c (25)

Puesto que fi=—{f,+1c+1f,+f+1g), la consideracion de
las ecuaciones 19 a 25 permite escribir, después de
simplificar, lo siguiente:

2KBC°S N-2a+p-t+y

o e 2

c:c, (26)
prmeter L gC v+ gd 1"

GB

donde k= (2-A)/2.

Las fuerzas motriz, convectiva y de infiltracion son
equilibradas por la fuerza de friccidn y, en consecuencia,
contribuyen a C, del limite (ecuacion 25). De la ecuacion
26 se deducen las siguientes relaciones entre los
exponentes:

n-o-1+y=0 27)
n-86-3a-2y=0 (28)
n-2a+p-1+y=0 (29)

en las cuales se debe notar que las ecuaciones 27 y 28
son validas también en el caso en que la infiltracion sea
nula (canal impermeable).

De la combinacion de las ecuaciones 27 y 28 se
obtiene el resultado valido en canales rectangulares tanto
impermeables como permeables (melgas):

d=y-2a +1 (30)

y de las ecuaciones 27 y 29 se deduce el resultado vélido
en las melgas:

o= (31)

lLa evaluacién del limite de la ecuacién 25 con la
ecuacion 26 conduce a (n-8>0):

C

C, =—i{0[(2a - y)o +2B1cS]—CqCp}

3

(32)
+ Iim [ngz‘”’ﬁ + gJot"]

t= 0

El conocimiento del comportamiento en tiempos muy
cortos de las diferentes fuerzas en la cabecera de la melga
depende de los valores de los exponentes y vy o. El primero
es proporcionado por la condicion de frontera impuesta,
mientras que el segundo es igual al exponente B del
comportamiento de la ldmina infiltrada en tiempos muy
cortos. Cuando la infiliracion es descrita por la ecuacién
de Richards (B='/,), se tiene a="/,, y de las ecuaciones
27y 30, =¥~y y 8=".

Si se considera que la fuerza gravitacional contribuye
ala constante C; de la ecuacion 32, se infiere que n=0y,
por lo tanto, y=06=%,, esto indica gque la fuerza
gravitacional solamente contribuiria a C; cuando la
condicion de frontera tenga el comportamiento particular
q(0,)=C,**;sin embargo, se tendrfa que n-6=-%,<0; es
decir, gue la contribucion de la fuerza de presién haria
que C, crezca sin bornes; en consecuencia, se debe tener
n>0y d=y<%¥,. Ahora bien, si se considera que la fuerza
de presion contribuye a la constante C, de la ecuacién
32 se infiere que n-8=0y, por lo tanto, N=8=y=%,>0;
esto implica que la fuerza gravitacional no contribuye a C,
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como en el caso precedente, y que la contribucién de la
fuerza de presion ocurre cuando la condicién de frontera
tenga el comportamiento particular q(0,t)=C, t*. De lo
anterior se infiere que >0y -2 0; es decir, que en &l
acoplamiento de las ecuaciones de Saint-Venant y
Richards se debe tener:

C =

i

a Ip

{c[(za - v)o +2BxS]-C,C, }+ im [gC "¢ ] (32a)

t— 0

el limite existe si N-6=3%/,-2y= 0; esto es, si ¥< %/,.

El comportamiento de la fuerza unitaria de friccion
gJ(0,)=C, 13?2 cuando -0, puede ser expresado
haciendo que intervengan las ecuaciones 14y 15, como
h3(0,t)gJ(0.t)=(C/c°C,)q(0,1). Utilizando la viscosidad
cinematica en esta igualdad se puede establecer el
resultado siguiente:

La ley de resistencia hidraulica utilizada en el
acoplamiento de las ecuaciones de Saint-Venant y
Richards en el riego por gravedad debe satisfacer el limite:

, vq(o,t) ' vu(o,t)
rltno{ha (O,t)gJ(O,t)] ) r“—r»no[ n* (0.t )gu (O,t)] RS

donde C,=vC,/c°C, es una constante adimensional.

Aunque se ha establecido el comportamiento de la
fuerza unitaria de friccién en tiempos muy cortos, es
necesario introducir una relacion entre éstay las variables
del movimiento para describir el riego por gravedad en
tiempos siguientes. Una de las relaciones mas utilizadas
es la ley potencial de resistencia hidraulica, descritaen la
ecuacion 5. Para proceder a su estudio primero se
establecera la estructura de la ley siguiendo el
razonamiento de Fuentes (1992, 1994).

Leyes potenciales de resistencia hidraulica

El establecimiento de la ley potencial de resivU5ncia
hidraulica se realiza utilizando un analisis dimensional.
Asimismo, se establecen leyes potenciales no inferidas a
partir de este andlisis. La aplicabilidad de estas leyes sera
analizada en el acoplamiento en tiempos muy cortos de
las ecuaciones de Saint-Venant y Richards en el riego por
gravedad en melgas.

Analisis dimensional y fractalidad

De acuerdo con las definiciones de fuerza y la segunda
ley de Newton, la fuerza es igual a la masa multiplicada

por su cantidad acelerativa o aceleracion. La fuerza de
friccion puede ser interpretada como el producto de la
masa por su cantidad de friccién o por su cantidad
disipativa; en la definicién de la fuerza de friccién,
F=(pBLh){gJ), f,=gJ seria la cantidad de friccion o fuerza
de friccion por unidad de masa o fuerza unitaria de friccion
(fuerza disipatriz). La fuerza de friccion es también
proporcionada por F,=BLt,, donde 1,es el valor del
esfuerzo cortante en la superficie del suelo y, en
consecuencia, T,=phgJ. La velocidad de frotamiento (U)

se define de modo que t,=pU?, es decir, ¢, = ,/th .

La ley de Chézy se obtiene bajo la hipotesis de que la
velocidad media es proporcional a la velocidad de

frotamiento: y = kU, = k\hgy 1Y C, = kyg . donde k es
un coeficiente adimensional. La proporcionalidad entre
las dos velocidades puede ser deducida de un perfil de
las velocidades [u(y), con O<y<h] uniforme
[u{y)=constante], como ocurre en un perfil potencial
cuando el nimero de Reynolds tiende al infinito; la
velocidad media es proporcional a la raiz cuadrada de la
fuerza unitaria de friccion: iy e \/Z .

La ley de Paiseuille para una superficie plana puede
ser deducida partiendo de la hipotesis de Newton entre
el esfuerzo cortante (t) y la derivada del perfil de las
velocidades [t=pv du/dy y 1=1,(1-y/h)]; el perfil de
velocidades es una pardbola. De acuerdo con esta
hipdtesis, se puede definir una velocidad (U,), de suerte
que el esfuerzo cortante en la superficie sea
proporcionado por 1.=pv U/h, y puesto que t,=phgd,
entonces U,=h?gJ/v. La velocidad media es proporcional
a la velocidad U,.: U=kU,=k h? gJ/v, donde k es un
coeficiente de proporcionalidad adimensional, en régimen
permanente y en superficies lisas k='/, (Landau y Lifchitz,
1989). Con respecto a esta ley se debe senalar que la
proporcionalidad entre Uy U, es valida cuando el nimero
de Reynolds tiende a cero; la velocidad media es

proporcional a la fuerza unitaria de friccion U « f, .

Las leyes de Chézy y Poiseuille pueden ser reunidas
en una sola. La proporcién entre la velocidad media y la
fuerza unitaria de friccién se generaliza de la manera
siguiente (Fuentes, 1994): U« /¢. Para establecer la
igualdad se introduce el tirante de agua vy la viscosidad
cinematica. El analisis dimensicnal arroja:

ad -1

U=k (ov) (34)

2d -1
v

De esta ley se deduce la de Chézy, haciendo d="/, vy
la de Poiseuille como d=1, la cual contiene la ley de
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Hazen-Williams ya que haciendo d=0.54 se obtiene
h=3d-1=0.62, practicamente igual al valor experimental
de 0.63. También contiene la ley de Prandtl-Blasius, puesto
que d=*/; corresponde a b=3d-1=5%.

La expresion resuliante de la ecuacidn 34 para el
caudal unitario (g=Uh) es la siguiente:

v2

q =kv[hagjl (35)

De acuerdo con Fuentes (1992), el exponente d de
esta ecuacion tiene una interpretacion fractal. Definiendo
una escala, de suerte que A3=v?/gJ, la ecuacién 35 se
escribe como g=kv(h/A)P, con D=3d. En el formalismo
de la geometria fractal de Mandelbrot (1983), D
corresponde a una dimensién fractal de masa, y de
acuerdo con el andlisis precedente: %,<D<3, el limite
inferior corresponde a la ley de Chézy y el superior, a la
ley de Poiseuille.

Otras leyes potenciales

Se debe notar que la ecuacién 34 no contiene la ley de
Manning-Strickler debido a que el analisis dimensional
ha sido realizado de modo que el producto gJ estuviera
elevado a la misma potencia, ya que representa un solo
concepto a saber: la fuerza unitaria de friccion. No
obstante, la ecuacion 34 puede ser generalizada para
incluir la ley de Manning-Strickler y otras que no satisfagan
la relacidn entre b y d de la ecuacién 5, establecida en la
ecuacion 34 de la manera siguiente:

VE VEd—l

u =k[€'li} " (o) (36)

La estructura de la ley de Manning-Strickler se obtiene
con d="/, y b=3d-1+3a=%?,, es decir, a="/,,. Esta ley
puede presentarse en la forma usual de la hidraulica de
los canales abiertos como U=(1/n)h*3J"2, haciendo en la
ecuacion 36 k=k7)(v¥/ge’)''®; esto es, n=k,g"'?e"®, en
donde k, es un pardmetro sin dimensiones y g, la escala
de rugosidad de Nikuradse. Sin embargo, lo importante
para el analisis no es la manera de expresar las constantes
empiricas sino la naturaleza funcional de la ley, estoc es, la
manera en que estan relacionadas la fuerza unitaria de
friccion con la velocidad media y el tirante de agua.

~r
O

)

Analisis de las leyes de resistencia hidraulica

El anélisis de la aplicabilidad de las leyes de Poiseuille,
Chézy, Hazen-Williams y Prandtl-Blasius en el
acoplamiento es equivalente al andlisis de la aplicabili-
dad de la ley de resistencia hidraulica obtenida a través
del analisis dimensional y definida por la ecuacion 34
(/.<d< 1y b=3d-1), ya que esta Ultima contiene a las
primeras. Es decir, sélo se analizan las ecuaciones 34 y
36.

Para comenzar, se establece la expresion general para
el caudal unitario que resulta de la ecuacién 5:

g =ch'**J° (37)

La introduccién de las ecuaciones 14, 15, 25y 27 en
la ecuacion 37 permite obtener y=o/(1+b)-d(1-+-0~), es
decir;

(1-d)y=ofi+b-d)-d (38)

La ley fractal de resistencia hidraulica

La introduccion de b=3d-1, ecuaciones 5y 34, en la
ecuacion 38, conduce a:

(1-d)y=0a(2a -1 (39)

Se debe observar que con d=1, correspondiente a la
ley de Poiseuille, se obtiene el resultado a="/,, que no
requiere como condicién el comportamiento de la
infiltracién en tiempos muy cortos, ecuacioén 17, con
B="/,. Cuando la funcién caudal de riego tiende a una
constante conforme el tiempo tiende a cero (y=0),
conduce también al mismo resultado paratodas las leyes
,<d< 1.

En el acoplamiento de las ecuaciones de Saint-Venant
y Richards se satisface a=p="/, y, en consecuencia, la
ecuacion 39 se transforma en (1-d)y=0. Para "/,< d<1
se deduce que v=0, fo que indica que las leyes
correspondientes, como las de Chézy, Hazen-Williams y
Prandtl-Blasius, sélo son aplicables cuando el caudal de
riego tiende a una constante en el tiempo inicial. Puesto
que para d=1 el exponente vy es arbitrario, la ley de
Poiseuille es aplicable, independientemente del
comportamiento de la funcion caudal de riego en tiempos
muy cortos. Estos resultados se infieren también al evaluar
el limite de la ecuacién 33 con la ecuacién 35:
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(‘ d}/‘d
vg|0,t kv
fm | —————— | =k i =C
,m[ha(olt)gJ(o‘t)] ,'Eno[ (0.1) « (40)

cond=1 ellimite es una constante (C,=k) y para'/,< d<1
es necesario que Ifm,_, g(0,f)sea igual a una constante
e [C=k{kv/ge) "],

Otras leyes potenciales

A partir de las ecuaciones 5 y 36 se deduce que
b=3d-1+3a. La introduccion de esta expresion en la
gcuacion 38 conduce a:

(1- d)y=0(20 ~ 1) + 30a (41)

Para la ley de Manning-Strickler, representada por
d=",ya="/,s se deduce que 70-3(1-y)=0. Puesio que
en el acoplamiento de las ecuaciones de Saint-Venant y
Richards a="/, se deduce gue y="/, lo que indica que
esta ley es aplicable cuando el caudal de riego se
comporta como g(0,t)=<t"® en tiempos muy cortos. Esta
ley no se puede utilizar, por lo tanto, cuando el caudal de
riego es constante.

En general, las leyes representadas por la ecuacién
36 pueden ser utilizadas en el acoplamiento de las
ecuaciones de Saint-Venant y Richards (a=B=1/2),
calculando el exponente con fa expresion: a=2/,(1-d)y.
Sin embargo, iestas leyes de resistencia dependeran de
la condicién de fronteral

Si el acoplamiento de las ecuaciones de Saint-Venant
no es realizado con la ecuacion de Richards sino con la
ecuacion empirica de Kostiakov (1932), /=St*, o de
Mezencev (1948), I=StP+ct, ambas asumidas validas para
todo tiempo, el exponente o= se puede obtener de la
ecuacion 41: B=[(1-d)y+d}/(2d+3a). Para la ley de
Manning-Strickler, B=%/,(1+7), esto es, que la evolucion
de la lamina infiltrada depende del caudal de riego. En
particular, cuando y=0, como en el caso de un caudal de
riego constante, la evolucion de la lamina infiltrada queda
predeterminada con Bp=3%,=0.4286.

Por lo anterior se infiere que la ley de Manning-Strickler
no puede ser considerada como una ecuacion constitutiva
en el fendomeno del riego por gravedad cuando se utilizan
las ecuaciones de Saint-Venant y Richards.

Esta ley fue establecida en régimen permanente para
justificar algunos datos experimentales, Manning dejé fija
la potencia '/, de la pendiente de friccidon tomada de la
ley de Chézy y recalculd la potencia del radio hidraulico

obteniendo aproximadamente 2/, (Levi, 1989). Si se toma
gste valor de la potencia del radio hidraulico en la ley fractal
de resistencia 3d-1=2%/, el valor de la potenoia de la
pendiente de friccion es de d=5%,.

El acoplamiento de las ecuaciones de Salnt Venant
con la ecuacion de Richards (o algunas de sus soluciones
analiticas) se realiza con esquemas numéricos. Las
posibles inestabilidades de los esquemas numéricos
pueden ser atribuidas, al menos parciaimente, a la
utilizacion de una ley de resistencia hidraulica no
compatible con las ecuaciones, como la ley de Manning-
Strickler.

Conclusiones

Se estudid el comportamiento en tiempos muy cortos de
las ecuaciones de Saint-Venant y de Richards en su
acoplamiento para describir la fase de avance del riego
por gravedad en melgas. En particular, se estabiecié la
svolucion en el tiempo de la fuerza de friccion. Asimismo,
se han analizado las leyes potenciales de resistencia
hidraulica que pueden ser utilizadas en el acoplamiento.

Se analizé exhaustivamente 1a ley fractal de resistencia
hidraulica desarrollada por Fuentes (1992, 1994) y utilizada
por Fuentes y Vauclin (1994) en el riego por gravedad, la
cual incluye, como casos particulares, las leyes extiremas
de Poiseuille y Chézy, la ley de Hazen-Williams y de
Prandtl-Blasius. El analisis en tiempos muy cortos permite
concluir que esta ley es adaptable a una gran familia de
funciones caudal de riego impuestas como condicion de
frontera en la cabecera de la melga.

También se estudié la generalizacién empirica de la
ley fractal de resistencia para poder analizar ieyes de
resistencia no incluidas en la ley fractal de resistencia
original, como la de Manning-Strickier. Se mostrd que esta
ley solo es aplicable en el acoplamiento para una familia
muy limitada de funciones del caudal de riego; en
particular no es aplicable cuando el caudal de riego es
una constante. Cuando se usa esta ley, sus parametros
dependen de las condiciones de frontera e implica que la
evolucion de la ldmina de riego en tiempos muy cortos
dependa del caudal de riego, lo cual contradice el
resultado obtenido a través de la ecuacion de Richards,
en el sentido de que esta evolucién es independiente del
caudal de riego en tiempos muy cortos. Esta ley,
comprendida la ley de Manning-Strickler, no debe ser
utilizada en el acoplamiento de las ecuaciones de Saint-
Venant y de Richards del riego por gravedad. En otiros
términos, la ley pctencial que debe utilizarse en el
acoplamiento de las ecuaciones es la Iey fractal de
resistencia hidraulica.
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Abstract

FUENTES, C., DE LEON, B., SAUCEDO, H., PARLANGE, J.-I. & ANTONINO, A.C.D. Saint-Venant and Richards
equations system in surface irrigation. 1. Hydraulic resistance power law. Hydraulic engineering in Mexico (in
Spanish). Vol. XIX, no. 2, April-June, 2004, pp. 65-75.

Short-time behavior of coupling Richards and Saint-Yenant equations to describe the advance phase in border
irrigation has been studied. Particularly, the evolution in time of the friction force has been established. At the
same time, the hydraulic resistance power laws used to couple the above-mentioned equations are also analyzed.
The fractal hydraulic resistance law developed by Fuentes (1992, 1994) and used by Fuentes and Vauclin
(1994) in surface irrigation has been deeply analyzed. The main characteristic of this law is that the power of the
friction slope (d) and the hydraulic radii (b) are related through b=3d-1 and d=0D/3, where D is a mass fractal
dimension (Mandelfbrot, 1983). This faw includes particular cases, such as the Poiseuille and Chezy extreme
laws, the Hazen-Williams law, and the Prandll-Blasius law. The very short time analysis lead to conclude that the
hydraulic resistance fractal law can be adapted to a big family of irrigation flow functions imposed as boundary
condition at the head of the border. Hydraulic resistance power law with independent d and b, which includes
the Manning-Strickler law, has also been studied. It has been shown that this law is only applicable to the
coupling for a very limited family of irrigation flow functions; it is not applicable in the particular important case
when irrigation flow is constant. Ifthis law is applied, its parameters depend upon the boundary conditions, and
implies that the evolution of the applied irrigation water depth in very short times depends on the irrigation flow,
which is opposite to the result obtained through the Richards equation, where this evolution is independent of
the irrigation flow. This law should not be applied in the coupling of the Saint-Venant and Richards equations in
surface irrigation. In others words, the power law to be used in the coupling of these equations is the hydraulic
resistance fractal law.

Keywords: advance phase, hydraulic resistance fractal law.

Direccién institucional de los autores: Dr. Jean-Yves Parlange
D f jcult i i i i
Dr Carlos Fuentes H;gﬁ%gwggtﬁﬁﬁgmu ural and Biological Engineering,
Dr. Benjamin de Ledn Cornell University, lthaca, New Cork 14853-1901, United Status of
Dr. Heber Saucedo America

ip58@coarnell.edu
Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua,
Coordinacion de Tecnologia de Riego y Drenaje,
Paseo Cuauhnéhuac 8532,
colonia Progreso,

Dr. Antonio C.D. Antonino

Departamento de Energia Nuclear da Universidade Federal de

! L Pernambuco,
62550 Jiutepec, Morelos, México, Av. Prof. Luz Freire 1000, Cid. Universitaria, CEP 54740-540 Recife,
cfuentes@tlaloc.imta.mx, bleon@tlaloc.imta.mx, PE, Brasil. ’
hsaucedo@tlaloc.imta.mx acda@ufpe.br

g
S

ingenieria hidriulica en méxico/abriljunio de 2004


mailto:jp58@cornell.edu

	Contenido
	El sistema de ecuaciones de Saint-Venant y Richards del riego por gravedad La ley potencial de resistencia hidráulica


