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El sistema de ecuaciones de Saint-Venant y Richards
del riego por gravedad: 2. Acoplamiento numérico
para la fase de avance en el riego por melgas

Heber Saucedo
Carlos Fuentes
Manuel Zavala

Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua

Se presenta una solucién numérica mondtona para el acoplamiento interno de las ecuaciones de
Saint-Venant y Richards en el riego por melgas. La solucion de las ecuaciones de Saint-Venant
se aproxima utilizando un esquema lagrangiano en diferencias finitas, mienfras que para la
ecuacion de Richards se utilizan elementos finitos para la integracion en el espacio y diferencias
finitas implicitas para la integracion en el tiempo. Se muestra que una discretizacion de la
ecuacion de momentum basada en aproximaciones de las derivadas y los coeficientes mediante
ponderaciones en tiempo y espacio puede generar cambios de monotonia en la vecindad de Ja
cabecera de la melga; asimismo, se muestra que dicha situacién no se presenta si se ufiliza una
discretizacién basada en: a} las derivadas en el espacio y la pendiente de friccion en una celda de
célculo se aproximan adelante en el tiempo, b) las derivadas en el tiempo se aproximan utilizando
una farma ponderada, y c) los coeficientes son caiculados en el tiermpo anterior.

Palabras clave: ecuaciones de Saint-Venant, ecuacion de Richards, acoplamiento numérico

interno.

Introduccion

La descripcién del flujo del agua en el riego por melgas
requiere tener en cuenta las ecuaciones de Saint-Venant
para describir el flujo del agua sobre la superficie del
suelo y la ecuacion de Richards para el flujo del agua
en el suelo, de tal forma que su acoplamiento permita
conocer las formas de los perfiles de flujo superficial y
fa distribucion de los potenciales de presién en el suelo
segun avanza el riego. E! tirante proporcionado por las
ecuaciones de Saint-Venant se utiliza para definir una
condiciéon de frontera tipo Dirichlet para la ecuacion
de Richards, cuya solucion numérica permite el célculo
de la lamina infiltrada necesaria para la solucién de las
ecuaciones de Saint-Venant, teniéndose, por lo tanto, un
procedimiento iterativo.

En el primer trabajo de esta serie (Fuentes et al.,
2004) se muestra una relacion de los principales trabajos

de modelacion del riego por gravedad, los cuales
pueden diferenciarse segln el tipo de ecuaciones que
emplean para representar el fendmeno. Respecto a la
moedelacion del flujo de agua a superficie libre sobre el
suelo, los modeladores del riego hacen uso de cuatro
aproximaciones: modelo hidrolégico o de balance de
volumen, onda cinemética, onda difusiva y ecuaciones
de Saint-Venant completas. Para la representacion
del flujo del agua en el suelo se utilizan basicamente
fres aproximaciones, la ley de infiltracién empirica de
Kostiakov (1932), leyes de infiliracion con base fisico-
matematica e hipdtesis simplificadoras:  ecuacion
de Green y Ampt (1911), ecuacion de Philip (1957a),
ecuacion de Parlange et al. (1982) y ley de infiltracion
conforme a la ecuacion de Richards (1931).

Entre los modelos numéricos reportados en la
literatura donde se hace uso de las ecuaciones de
Saint-Venant completas para describir el flujo del
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agua sobre la superficie del suelo existen algunos que
generan resultados que no cumplen con el requisito
de ser funciones mondtonas, situacidon que debe
cumplirse debido a que se resuelven ecuaciones
diferenciales que parten de hipétesis relacionadas
con variaciones suaves de los perfiles de agua, en
combinacion con los supuestos de suelo homogéneo,
pendientes topograficas y factor de friccion Unicos. En
particular, se puede observar que aquellos modelos que
generan formas discretas basadas en ponderaciones
en tiempo y espacio tanto para aproximar derivadas
como para calcular coeficientes pueden producir errores
en la determinacién de las variables hidraulicas en la
vecindad de la cabecera de la melga; el comportamiento
no es reportado explicitamente por los autores que
utilizan este meétodo de discretizacién, pero surge al
utilizar dicho procedimiento (Strelkoff, 1983; Walker y
Scogerboe, 1983; Catalan et al., 1988; Playan et al.,
1094). Esta situacion es semejante a la que se presenta
en la modelacion del proceso luvia-escurrimiento (Singh
y Bhallamundi, 1998), en la simulacion de la ruptura de
una presa (Alcrudo et al., 1992) o en la descripcion del
flujo del agua sobre obstaculos localizados en el fondo
de un canal (Garcfa-Navarro et al.,, 1992). Lo anterior
motiva el objetivo del presente trabajo: desarrollar una
solucién numérica mondtona para el acoplamiento inter-
no de las ecuaciones de Saint-Venant y Richards en la
fase de avance del riego por melgas.

Flujo del agua sobre la superficie del suelo

En una melga, la relacion entre su ancho vy el tirante de
aguapermite considerarlas ecuaciones correspondientes
al escurrimiento sobre una superficie de ancho infinito
(Woclhiser, 1975, en Mahmood vy Yevhevich, 1975); es
decir, se tiene en cuenta la ecuacién de continuidad:

ah+?-—q+—a~/~0

= = 1
ot ox o M

y la forma tradicional de la ecuacién de momentum:

19q+2q8q+[ quah -

g dl
—— e — —— = +g(J-J)+ B—==—=
hot h? ax B3 | ax 9l =do) H? ot

donde qxt)=UxHhxf) es el gasto por unidad de
ancho de melga [L?T]; x, la coordenada espacial en
la direccion principal del movimiento del agua en la
melga [L]; t, el tiempo [T]; U, la velocidad media [LT7];
h, el tirante de agua [L]; J,, la pendiente topogréfica de

la melga [LL]; J, la pendiente de friccion [LL™]; V,=al/at,
el flujo de infiltracién [LT-"], es decir, el volumen de agua
infiltrado en la unidad de tiempo por unidad de ancho y
por unidad de longitud de la melga; /, la lamina infiltrada
[L]; g, la aceleracién gravitacional [LT7]; el parametro
adimensional p=1-«, siendo a=1-U,/U, donde U, es la
proyeccion en la direccion del movimiento de la velocidad
de salida de la masa de agua debido a la infiltracion.

En el primer trabajo de la serie (Fuentes ef al,
2004), se ha demostrado que las variables hidraulicas
en la cabecera de la melga y en los tiempos muy
cortos tienen los siguientes comportamientos: el

tirante evoluciona conforme al limite [h'rrg [h(O,t)t‘“] =0,
—
el gasto lim [q(o,t)ﬂ] —Cq la lamina infitrada
t—0

tlimo [/(O,t)t“ﬁ} =S, la pendiente del perfil de agua sobre
—

on(o) ,
la superficie del suelo. Iim t%|=~Cp, la fuerza
t—0 aX

unitaria de friccion ling[ff(o,t)t“]= C;. Asimismo, se
=
demuestran las relaciones o=, un resultado valido en

las melgas; §=y-2a+1, un resultado valido en canales
rectangulares tanto impermeables como permeables
(melgas), y n-o—1+y=0. Si la ley de infiltracidén es
proporcionada conforme a la ecuacion de Richards, se
requiere que B=1/2 y y<¥, para que el limite asociado
con la fuerza de friccion exista. La sustitucion de los
comportamientos referidos en la ecuacion de momentum
(2) v la consideracién de las relaciones mencionadas
permite evidenciar que dicha ecuacion presenta
una singularidad cuando {—0. En consecuencia, es
conveniente utilizar la siguiente forma de la ecuacion
de momentum en el acoplamiento de las ecuaciones de
Saint-Venant y Richards en el riego por gravedad, la cual
resulta de multiplicar la ecuacién 2 por A%

dq e} 3 2\oh 3 ol
= +2gh— +{gh® - ¢® |— +gh*(J-J h— =0 (3
5 T2ah= +(g q)ax+g (J—Jo)+Bah— =0 (3)

La relacion entre las variables hidréulicas g y h con
la pendiente de friccién, denominada ley de resistencia
hidraulica, es adoptada en secuencia del primer articulo
de la serie (Fuentes et al., 2004), haciendo uso de una
ley potencial de resistencia:

d
hS
q=kv{ i”) @

v
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v es el cosficiente de viscosidad cinematica [L2T] y &
es un factor adimensional. De esta ley se deduce la de
Cheézy, haciendo d=1/2 y la de Poiseuille con d=1.

Las condiciones inicial y de frontera que deben sujetar
las ecuaciones de Saint-Venant para modelar la fase de
avance en el riego por melgas son las siguientes:

g(x0)=0 'y h(x,0)=0 (5)

q(O,t)zqo, q(xf,t)zo y h(xf,z‘)so (6)
donde x{t) es la posicion del frente de onda para el tiempo
I,y g, es el gasto de aporte en la entrada de la melga.

Para cerrar el sistema es necesario conocer la forma
en que evoluciona en el tiempo la lamina infiltrada
en toda posicion sobre la melga; es decir, la ley de
infiltracién, la cual es proporcionada con base en la
solucién de la ecuacion de Richards (1931).

Flujo del agua en el suelo

La descripcion del proceso de infiltracidn del agua en el
suelo puede efectuarse teniendo como base la ecuacion
de Richards (1931), que resulta de la combinacion de la
ecuacion de continuidad con el campo de velocidades
calculado conforme a la ley de Darcy y que en su forma
tridimensional, sin tener en cuenta la extraccion de agua
por las plantas, se escribe como:

0 dK ¢
Clw)5E=V ‘[K“")V“’]‘WT\ZV 7)

donde y es el potencial de presidn del agua en el suelo,
expresado como la altura de una columna equivalente
de agua [L) (positivo en la zona saturada y negativo
en la zona no saturada del suelo); C(y)=db6/cy es
denominada la capacidad especifica de humedad del
suelo; 8=6/() es el volumen de agua por unidad de
volumen de suelo o contenido volumétrico de agua
[L3L-®] y es una funcidn de vy conocida como curva
caracteristica de humedad o curva de retencion del
agua; K=K({y) es la conductividad hidraulica [LT],
que en un suelo parcialmente saturado es una funciéon
del potencial de presion; el potencial gravitacional
es asimilado a la coordenada espacial z orientada
positivamente hacia abajo [L]; V=(d/dx,0/3y,d/3z) es el
operador gradiente; x, y y son las otras dos coordenadas
espaciales [L], y t es el tiempo [T].

El riego es un fendmeno que se efectla en tres
dimensiones, lo cual hace necesario que el flujo del

agua en el suelo sea descrito utilizando la ecuacion
(7), sin embargo es conveniente aceptar la hipdtesis
de que el fendmeno se efectla en planos paralelos al
desarrolio de la melga; entonces es posible utilizar la
forma bidimensional de la ecuacion de Richards:

W _ 2] 2 24
Cly)—, = aX[K(w) axJ+ BZ[K(W)( P H )

la cual debe resolverse sobre el dominio de solucién que
se muestra en la ilustracion 1.

Como condicién inicial para la solucién de la
ecuacion de Richards bidimensional se debe especificar
la distribucion de las presiones en el espacio:

v =o(x.2) ©)

Las condiciones de frontera correspondientes
pueden considerarse como sigue: Ax; frontera tipo
Dirichlet, con potencial prescrito conforme a la sclucion
de las ecuaciones de Saint-Venant; x;B, BC y DA
fronteras tipo Neumann con flujo nulo; CD frontera bajo
gradiente unitario:

y=h, xeAx; , z=0, >0 (10
dly—2z —_—
~K(v) (E)z )zo, xex;B, z=0, t>0 (11)
—K(w)—ai!o x=L, zeBC, t>0 (12)
ox
IW=2) 4 xeCD, z=P. t>0 (13)
0z
0 R
-K(w)g_i% , x=0, zeDA, t>0 (14)

Hustracién 1. Dominio de soluciéon para la ecuacion de
Richards bidimensional.

A Xr B
! X sk A
P
° < > C
L
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la profundidad del dominio de solucién (P) debe
ser mayor que la maxima posicion del frente de
humedecimiento durante el riego.

La solucidbn de la ecuacidon de Richards hace
indispensable representar las propiedades hidrodina-
micas del suelo, expresando el potencial de presion (y)
como una funcion del contenido volumétrico de agua (8)
y la conductividad hidraulica K como una funcién de 6.

Para la descripcion del flujo del agua durante
una prueba de riego es necesaria la caracterizacion
hidrodinamica del suelo. Como es sefialado por Fuentes
et al. (1992), la combinacién. de las caracteristicas
hidrodindmicas de Fujita (1952) y Parlange et al. (1982) es
conveniente en estudios tedricos, como la construccion
de soluciones analiticas exactas; en estudios experi-
mentales puede ser mas conveniente la utilizacion de
la combinacion de la curva de retencién propuesta por
van Genuchten (1980), considerando la restriccion de
Burdine (1953), con la curva de conductividad hidraulica
propuesta por Brooks y Corey (1964), debido a que
satisfacen las propiedades integrales de la infiltracién y a
la facilidad para la identificacion de sus parametros.

La curva de retencion propuesta por van Genuchten
(1980) se escribe como:

—-Mm

o) -0, _ 1+[—‘"—) (15)
0s—6;, Vg

donde vy, es un valor caracteristico de la presion del
agua en el suelo; m y n son dos parametros de forma
empiricos relacionados por la restriccion de Burdine
(1953): m=1-2/n, con 0<m<1yn=>2; O, es el contenido
volumeétrico de agua a saturacion efectiva del suelo, y 6,
es el contenido volumétrico de agua residual.

La conductividad hidraulica propuesta por Brooks y
Corey (1964) se representa como:

Ul
090,
K(e):KS(es—e,) (16)

donde m es un parametro de forma empirico y positivo.

La lamina infiltrada se calcula para cada posicién x;
donde se resuelven numéricamente las ecuaciones de
Saint-Venant:

x,,t f[ x,,zt x,,zO)]d (17)
[§]

donde F es fa posicién del frente de humedecimiento y
0(x, z, 0) es el contenido volumétrico de agua inicial,

. Acoplamiento numérico para la fase...

Soluciéon numérica
Solucion numeérica de las ecuaciones de Saint-Venant

La ecuacién de continuidad se discretiza utilizando un
esquema lagrangiano en diferencias finitas, conside-
rando la deformacién de la frontera del dominio de
solucién para seguir el frente de avance. En la ilustracion
2 se muestra la disposicion de las celdas para expresar
en diferencias finitas las ecuaciones de Saint-Venant
(Strelkoff y Katopodes, 1977).

La forma discreta de la ecuacién de continuidad es
(Strelkoff y Katopodes, 1977):

)(h;+17)]
)(hm+lm)] (18)

g+ (1= @)q;]8t = (= x) (At )+ (1
_[mQr (1- m)qm]6t+ (X, =Xm) [coh+/
~[o+ (=0, + 01+ (1) ], x)
+[¢h/+(1~¢)hm+¢lj+(1“¢)/m](Xm~Xj):O

donde el paso de tiempo se ha denotado como &, y 1os
factores de peso en el tiempo vy el espacio como w v ¢,
respectivaments.

En el riego por melgas, la ecuacién de momentum
es tradicionalmente dicretizada aproximando tanto las
derivadas como los coeficientes que en ella intervienen
mediante ponderaciones que toman en cuenta los
valores de las variables hidraulicas en todos los
extremos de cada celda de célculo (Strelkoff, 1983;

llustracién 2. Disposicion de las celdas de calculo para la fase
de avance.

t+1 £ r

i+1 Xn
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Walker y Scogerboe, 1983; Catalan et al., 1988). Sin
embargo, este tipo de aproximacién puede generar
problemas de monotonia en la solucidn numeérica en las
primeras celdas de calculo, situacion que es semejante
a la que se presenta en la modelacion del proceso
lluvia-escurrimiento  (Singh y Bhallamundi, 1998), en
la simulacion de la ruptura de una presa (Alcrudo et
al., 1992) o en la descripcion del flujo del agua sobre
obstaculos localizados en el fondo de un canal (Garcia-
Navarro et al.,, 1992), trabajos en los cuales se han
reportado oscilaciones espurias cuando las ecuaciones
de movimiento son resueltas utilizando esguemas
centrados en tiempo y espacio. Lo anterior ha motivado
el ensayo de diferentes formas de aproximacion de las
derivadas tanto espaciales como temporales, as/ como
de la forma de célculo de los coeficientes de la ecuacion
de cantidad de movimiento, habiéndose observado
que para obtener una solucién numérica mondtona es
conveniente efectuar la discretizacion de la ecuacion
de cantidad de movimiento teniendo en cuenta tres
aspectos: a) las derivadas en el espacio vy la pendiente
de friccidon en una celda de calculo se aproximan
adelante en el tiempo, b) las derivadas en el tiempo se
aproximan utilizando una forma ponderada en tiempo y
espacio, ¢) los coeficientes son calculados en el tiempo
anterior. En consecuencia, se propone la siguiente forma
de discretizacion de la ecuacion de momentum:

25 (q, ~q8t +(gh® ~G2)(h, - h)et

+h? (x,=x )| 0g; + (1~ 0) g~ 0Gm — (1= @)q;

+g 8t h3(x, —x )+ (1-0)J;= 4,
+BGR (x,~ X )| @h + (1= @)~ 0y~ (1-)/;]= 0

(19)

en combinacion con una forma de célculo de los
coeficientes basada en los valores pertenecientes al
nivel de tiempo anterior:

q =(1-0)qm+¢q; (20)

h=(1~d)rn+oh; 21

Se introducen las variables peguefas (Strelkoff y
Katopodes, 1977): 8h, 8q, &h, y 8q, tales gue, para
las celdas interiores se tiene h,=h-+8h, h=h,+dh,
q,=9,+9q,y q,=q,,+0q,. La variable 6q, de la (ltima celda
es sustituida por la variable 88 que denota la correccion
a la posicién del frente de avance: x,=x;.,+88, donde
Xy €S la posicion del frente de avance para el tiempo

i-ésimo. Para la primera celda se escribe: h,=h,,+68h,,
qc=qmt06q..

Las expresiones que definen las entradas del sistema
matricial se muestran en el anexo.

En las formas discretas se ha considerado el factor
de peso en el espacio ¢=1/2 para las celdas interiores
(Strelkoff y Katopodes, 1977), para la Ultima celda y el
primer nivel de tiempo se ha utilizado ¢=n/4, valor que
se deduce a partir del andlisis para los tiempos cortos
del acoplamiento de las ecuaciones de Saint-Venant y
Richards presentado por Fuentes (1992). El factor de
peso en el tiempo es w=0.60 (Strelkoff y Katopodes,
1977).

Solucién numérica de la ecuacion de Richards

La ecuacién de Richards bidimensional es discretizada
en el espacio utilizando elementos finitos y en el fiempo
mediante un esquema implicito en diferencias finitas.
El procedimientc se encuentra bien documentado
en la literalura y puede consuitarse, por ejemplo, en
Saucedo et al. (2002). La solucién del sistema de
ecuaciones algebraicas que resulta de la aplicacion
del método del elemento finito es efectuada usando
el metodo del gradiente conjugado precondicionado
(Noor y Peters, 1987), el cual ha sido adaptado para
utilizar un almacenamiento computacional” matricial
libre de ceros.

Comparacion de soluciones numéricas

Para ilustrar el comportamiento de la solucion numérica
propuesta y compararlo con el de la solucion obtenida
mediante ponderaciones en tiempo y espacio con todos
los valores de las celdas de célculo se utilizan datos
de un experimento reportado por Fuentes (1992), en el
cual se dispone de los siguientes datos: gasto unitario
g,=0.0032 m¥s/m; pendiente topografica J,=0.002 m/m;
longitud de la melga L=100 m; parametros para la ley
de resistencia de Fuentes et al. (2004): d=1, k=1/54;
parametro en la ecuacion de cantidad de movimiento:
p=2; valor inicial del contenido volumétrico de agua
0,=0.2749 cm¥cm?. Los parametros 6, 6, m y 1 de
las caracteristicas hidrodinamicas fueron determinados
a partir de la curva granulométrica del suelo franco de
Montecillo siguiendo la metodologia sugerida por Fuentes
(1992), v resulta: 6,=0.4865 cm®cm?®, 6,=0.0 cm¥cm?,
m=0.1258, n=2.2878 y n=11.0. Los valores de los
parametros y,=-32.75 cm y K,=1.84 cm/h fueron
obtenidos mediante la aplicacion de un procedimiento
inverso para describir datos de una prueba de riego
efectuada en el experimento mencionado.
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Se ha utilizado un paso de tiempo constante Af=0.5 s
tanto para las ecuaciones de Saint-Venant como para
la scuacion de Richards. Para la ecuacion de Richards
se utilizaron pasos de espacio minimo y maximo:
Az =0.02cm vy Az =10 cm, A&X,,=0.02 cm vy
Mx..,=1.0 cm. La discretizacion utilizada guarda
semejanza con las reportadas en la literatura (e.g.,
Katopodes vy Strelkoff, 1977). At.,=5 s, Akanbi
y Katopodes (1988): Al,.=1s para las cuales se
reportan resultados consistentes en las variables
hidraulicas del riego. La discretizacion para la ecuacion
de Richards es mas fina que la reportada por Saucedo
et al. (2002), quienes comparan perfiles de humedad
proporcionados por una solucion analitica exacta con
los obtenidos mediante el esquema numérico para
la ecuacion de Richards; los valores del error relativo
méaximo para el caso de dos suelos contrastantes: una
arcilla clara de Yolo, Estados Unidos, y una arena del
rio Isére, Francia, presentan una cota superior de 0.25%
cuando se utiliza un paso de tiempo maximo At ,,=30 s,
y pasos de espacio minimo y maximo y Az,=0.04 cm
y Az...=10.0 cm. El suelo franco de Montecillo tiene
un comportamiento hidrodinamico intermedio entre los
que presentan los suelos tratados por estos autores; en
consecuencia, con la discretizacion utilizada, el error relativo
maximo debe tener como una cota superior 0.25%.

La solucion obtenida mediante la aplicacion de un
esquema donde las derivadas vy los coeficientes son
estimados haciendo uso de ponderacicnes que toman
en cuenta los valores de las variables hidraulicas en
todos los extremos de cada celda de calculo muestra
cambios de monotonia en las primeras celdas de
célculo, independientemente del tipo de régimen de
flujo, lo cual no sucede al utilizar el esquema propuesto
en este trabajo. La situacion puede variar desde cambios
de monotonfa poco apreciables (ilustracidn 3) hasta
cambios de monotonia muy significativos (ilustracion 4)

El tamafic de los cambios de monotonia varia
conforme crece el gasto y, en consecuencia, el nimero
de Froude. Para comparar los cambios de monotonia se
selecciond el tirante normal como escala caracteristica;
el factor de friccion (k) se calcula para cada tipo de
régimen a partir de un valor base teniendo en cuenta
gue, para un gasto dado, se desea tener el mismo tirante
normal, independientemente de la potencia d de la ley
de resistencia, manteniendo de esta forma un patron de
comparacién Unico para cada gasto.

El tirante normal se calcula como (Fuentes, 1992):

ho=3 _._‘;j (22)
o]

Hustracién 3. Comparacion de la solucién numérica obtenida
mediante un esquema reportado en la literatura; Strelkoff
(1983) y Catalan et al. (1988) (linea punteada), y el esquema
propuesto en este trabajo (linea continua) para régimen de
Chézy.
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llustracion 4. Comparacion de la solucién numérica obtenida
mediante un esquema reportado en la literatura; Strelkoff
(1983) y Catalan et al. (1988) (linea punteada), y el esquema
propuesto en este trabajo (linea continua) para régimen de
Chézy.
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donde J.=1/k'™. El valor de h, corresponde con el
tirante normal para un canal en el gque no se presenta
infiltracion.
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La base del célculo del factor de fricciéon para cada
potencia (d) ha sido considerada como un valor arbitrario;
en este caso se tiene en cuenta el factor observado en el
experimento realizado en el suelo franco de Montecillo:
k=1/54; es decir, el comportamiento corresponderia
con una rugosidad de la superficie del suelo, tipica de
los experimentos de riego por melgas. La variacion que
se obfiene de la relacidn entre el tamafioc méximo del
cambio de monotonia v el tirante normal, denominada &h,
se muestra en las seis curvas inferiores de la ilustracion
5, donde puede observarse gue, en una etapa inicial, la
proporcién disminuye conforme se incrementa el gasto,
pero posteriormente aumenta sensiblemente. Al disminuir
el valor base del coeficiente de friccion veinte veces,
k=1/1080, es decir cuando se trata con superficies mas
rugosas, se aprecia en las seis curvas superiores de la
ilustracion 5 que existe un incremento permanente de
la proporcion 81 conforme se incrementa el gasto en
la cabecera de la melga hasta que se alcanzan valores
cercanos a la unidad, momento en el cual se generan
tirantes negativos debido a los cambios de monotonia, y
el esquema se torna inestable.

Los gastos de aporte en la cabecera de la melga que
se presentan en la practica de la modelacidn del riego
por melgas generalmente pertenecen al intervalo de
0.001 m%/s/m a 0.005 m¥/s/m, e.g.: Strelkoff y Katopodes
(1977): q,=0.0024 m¥s/m, @q,=0.0032 m3¥s/m,
g,=0.0042 m3/s/m; Strelkoff (1977): q,=0.0023 m%/s/m;
Wallender y Rayej (1990): g,=0.0013 m¥%s/m; Fuentes
(1992): g,=0.0032 m?¥s/m y q,=0.0024 m3/s/m; Playan

llustracion 5. Variacion respecto al gasto de aporte en la
cabecera de la melga de la proporcién (3h) entre el valor
méaximo del cambio de monotonia de la solucién numérica
obtenida con un esquema presentado en la literatura y el
tirante normal. Las curvas inferiores corresponden a k=1/54 y
las superiores, a un valor veinte veces menor k=1/1080.
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et al. (1994b): g,=0.0018 m¥s/m; Pacheco (1995):
g,=0.0013 m¥s/m; Smerdon et al. (1988), y Blair y
Smerdon (1988) reportan diversos experimentos donde se
utiliza un gasto minimo de q,=0.0008 m3/s/m y un méaximo
de q,=0.004 m¥s/m. La aplicacion del modelo basado en
aproximaciones que toman en cuenta los vaiores de las
variables hidraulicas en todos los extremos de cada celda
de célculo en el intervalo mencionado (0.001 m¥s/m a
0.005 m¥/s/m ) en condiciones de rugosidad tipicas del
riego por melgas permite observar gue el tamano relativo
de los cambios de monotonia resuita poco significativo;
sin embargo, es necesario tener en cuenta que existen
casos en los cuales el factor de friccion puede adquirir
valores de un orden de magnitud mayor, por ejemplo,
para un experimento de riego efectuado en la zona
productora de arroz de La Chontalpa, Tabasco, México,
se tiene k=1/300 (Saucedo et al., 2003), situacion en la
cual la utilizacion del modelo reportado en el literatura
puede ser inconveniente,

En otras palabras, el modelo numérico desarrollado
en este trabajo cubre un mayor rango de condiciones de
aplicabilidad sin modificar la monotonia de la solucién
numeérica, en comparacién con un modelo numérico
tradicionalmente utilizado en la literatura, el cual se basa
en la aproximacion de las derivadas y los cogficientes de
la ecuacion de momentum mediante ponderaciones de
todos los valores de las variables hidraulicas presentes
en cada celda de célculo.

Conclusiones

Se ha desarrollado una solucidn numeérica mondtona
para el acoplamiento internc de las ecuaciones de Saint-
Venant y Richards en el riego por melgas. La solucion
de las ecuaciones de Saint-Venant se ha aproximado
utiizando un esguema lagrangianoc en diferencias finitas,
mientras que para la ecuacién de Richards se han utilizado
elementos finitos para la integracion en el espacio y
diferencias finitas implicitas para la integracion en el tiempo.
Se ha mostrado que una discretizacion de la ecuacién de
momentum basada en aproximaciones de las derivadas
y los coeficientes mediante ponderaciones en tiempo
y espacio de los valores de las variables hidraulicas de
todas las esquinas de una celda de célculo puede generar
cambios de monotonia en la vecindad de la cabecera de
la melga; asimismo, se ha mostrado que dicha situacién
no se presenta si se utiliza una discretizacion basada en
lo siguiente: a) las derivadas en el espacio y la pendiente
de friccion en una celda de célculo se aproximan adelante
en el tiempo, b) las derivadas en el tiempo se aproximan
utilizando una forma ponderada, v ¢) los coeficientes son
calculados en el tiempo anterior.
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Anexo. Entradas del sistema matricial para el esquema propuesto

Las entradas del sistema matricial relacionadas con la solucion de la forma discreta de la ecuacion de continuidad para
el caso de la primera celda son:

[—q)(x,—xﬂ)]&; -+ [-coat] &g, +[(m +o—1)(x,— xc)]Sh, =

(A1)
-—(DSI‘C”-— [m(hm + /r) + (1‘ (D)(hm + /m ) '“q)/lj“hm - (1 —¢)/,](Xr~— Xf)
para las celdas interiores se tiene:
[w&]ﬁqe + [—co(xm —X;) =X, -xl)}Sh[ + [—~m8t]8q,+ [(m + =1 (x, — x[)}Sh, =
8(m )~ 07 + 1) +(1=0 ) + (1= 0}l = @(h; + 1)+ (1= @)(hy + 1) | X = X;) (A2)
[0 +1) + (1=0) 1y )= 07 = 0= (1= 0)7 = (1= )L ](X, = %)
y para la Gltima celda se escribe:
[(051‘]6% + [—m(xm-x}-) —0(Xp, —X; )]6h£+[—¢(hj + //.)]85 =
(A.3)

5t~ [0h; + 0+ (A + 1) = (1= ) (A + 1)+ 6h; + 01y (X = X))

Las entradas del sistema matricial relacionadas con la solucion de la forma discreta de la ecuacion de momentum
son, para el caso de la primera celda:

[—2& (gE 8 —52) ~ 30gdth® (x.—x,) %’E]ﬁhﬂ

m

+[2555f '*'(1“(1))‘%?_.3()9 -X@)i”l +(1-9)h° (XI'—X(’)}SQI

m

+{5t(g/73—c72)—3(1— ¢)g6tﬁs(xr—x()%’ﬂj|5hr =

m

—gbth® (X — X,) (= Jy )~ BGH (x,— xg)[u— o) +l,~ /m)]
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para las celdas interiores se tiene:

98 s (x —x )L +oh 2(x,—x[>]6qf

{ 2qh6t+¢
qj

. _ J;
+{—6t(gh3—q2)—3¢96ﬂ73( —xc)/7 }am
i

I
+(1=0)h ]5% (A.5)

+ {5t(g53—52)—3(1—¢)g6t7)3 (x,—x,f)z—mJBh,

[thﬁma ¢>%~ (X =X

m

= ~2G18t(qy = G)) =3t {gN° =T (=)= G, =X JBT (1= )y 0 = )
~Bah (% ~x [ (1= 0 = 1] = [(1-0 )1 — 01, ]}

y para la Ultima celda se escribe:

98’[ J, -
{2qh8t+ ] h3(x,, - j)q—’ +h3(x,, —x/-)}ﬁq[
73 =2 -3 Jj
+ ~5t(gh -q )—8g8th (Xm—~X/)77— Sh,

)

+[g8tR® ;- )+ 0BT (1, —1)[65
=2Ghdiq; +8t(gh_3—(72)/7j—95t/73 (X = X)(d; = ) —0BGA (X, = %) (1, = )

Para el primer nivel de tiemnpo, las entradas del sistema matricial asociadas con la ecuacion de continuidad son:
[~00¢ = xe)[3he + [~ 85 = bt (A7)
mientras que para la ecuacién de momentum se tiene:

|28t (0R° -52) johe+[20h® (Ui~ o)+ B, + BRI Job = daih st AB)

Recibido: 01/04/2004
Aprobado: 19/05/2004
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Abstract

SAUCEDO, H., FUENTES, C. & ZAVALA, M. The Saint-Venant and Richards equation system in surface
friigation: nurnerical coupling for the advance phase in border irrigation. Hydraulic engineering in Mexico (in

Spanish). Vol. XX, no. 2, April-June, 2005, pp. 109-119.

A nurmerical scheme for the coupled system of Saint-Venant and Richards equations in border irrigation advance
phase is presented. The solution of Saint-Venant equations is approximated by a finite-difference Lagrangian
scheme, for the Richards equation finite elements for the space discretization and implicit finite-differences
for the time discretization are used. It is shown that a discretization of the momentum equation based on: i)
the space derivates and the friction slope in a cell are approximated forward in time, i) the time derivates are
approximated by a ponderated form in fime and space, and iii) the coefficients are computed in the previous
time, has a basic advantage in the monotone numerical solution it produces versus a discretization based on

the use of values of all corners of the calculus cell.

Key words: Saint-Venant equations, Richards equation, internal numerical coupling.
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