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generales para el transito de hidrogramas arbitrarios y
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ejemplo en el que se realiza el transito de la avenida de
diseno de la presa El Molinito, en Sonora, México.
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Solucién analitica aproximada de la ecuacion
de transito de avenidas en vasos

'Aldo [. Ramirez
Alvaro A. Aldama

Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua

El trénsito de avenidas en vasos constituye uno de los problemas mas simples de la hidrologia.
Sin embargo, hasta la fecha, la ecuacién que describe el fendmeno no tiene una solucién ana-
litica conocida, por lo que su solucion se obtiene generalmente mediante métodos numeéricos.
En este trabajo se presenta el desarrollo de una solucién analitica aproximada para dicho pro-
blema, la cual se obtiene por medio de técnicas perturbatorias. Como parte de los resultados,
se proponen ecuaciones generales para el trdnsito de hidrogramas arbitrarios y obras de exce-
dencias libres o controladas. Para ilustrar la aplicacion y bondades del método propuesto se in-
cluye un ejemplo en el que se realiza el transito de la avenida de disefio de la presa El Molinito,
en Sonora, México. Se ha concluido que una solucidn perturbatoria de orden uno y aun la de
orden cero ofrecen aproximacion suficiente para fines prdcticos. El método, que representa una
solucion cerrada del problema, constituye la base para estudios posteriores acerca del com-
portamiento de los vasos ante avenidas de ingreso.

Palabras clave: transito de avenidas, vasos de almacenamiento, solucion analitica aproxima-
da, métodos perturbatorios, presa El Molinito.

Introduccion

El lago artificial creado aguas arriba de una presa se
denomina embalse, también llamado en ocasiones
vaso de almacenamiento, el cual, ademas de conser-
var el agua para uso posterior, puede tener cierta ca-
pacidad para controlar avenidas, es decir para ate-
nuar los efectos de dichos eventos. Por esta razdn,
desde el punto de vista hidrolégico, la caracteristica
fisica mas importante del vaso es su capacidad de
almacenamiento.

El procedimiento para la determinacién de la mag-
nitud de los gastos de salida de un almacenamiento,
asi como la evolucion de los niveles en el mismo, utili-
zando hidrogramas de entrada conocidos o supues-
tos, se llama frénsito de avenidas en vasos.

En el transito de avenidas en vasos, el enfoque cla-
sico del transito se basa en el concepto de almacena-
miento y no incluye los efectos de movimiento, por lo
cual sélo utiliza la ecuacion de continuidad. Las técni-
cas de transito basadas en estos conceptos se deno-
minan métodos de transito hidrolégicos, mientras que
los metodos de transito hidraulico utilizan principios de
conservacion de masa y momenturn para obtener solu-

ciones detalladas de los gastos y aimacenamientos en
el vaso (Ponce, 1989).

Para realizar el transito de avenidas en vasos se uti-
lizan relaciones fisicomatematicas para calcular €l flujo
de salida del embalse, esto siempre y cuando el flu-
jo de entrada, las condiciones iniciales, las caracteris-
ticas y las politicas de operacién del mismo se conoz-
can previamente. En un vaso, el gasto de entrada de-
pende del flujo en la corriente aguas arriba, mientras
gue la salida puede ser controlada, no controlada o
combinada.

La ecuacion del transito de avenidas en vasos para
un hidrograma de entrada arbitrario no tiene una solu-
cién analitica conocida hasta la fecha (Ramirez, 2000).
Por esta razén, los enfoques numéricos son muy utili-
zados en su solucion. Los métodos numéricos pueden
considerar avenidas de entrada de forma arbitraria y
resultan facilmente programables en una computadora
personal. Sin embargo, la conveniencia de una solu-
cién analitica para la ecuacién de transito se pone de
manifiesto cuando se pretenden plantear estudios mas
profundos sobre el comportamiento de los vasos, como
por ejemplo, el analisis de sensibilidad ante las aveni-
das de entrada. Una solucién analitica permitiria obte-
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ner de manera explicita la relacién entre las caracteris-
ticas del hidrograma de entrada al vaso, la evolucién
de los almacenamientos y el hidrograma de salida del
mismo.

En este documento se presenta el desarrollo de una
solucion analitica aproximada a la ecuacion del transi-
to de avenidas en vasos mediante la aplicacion de téc-
nicas perturbatorias. La solucién analitica aproximada
representa una forma alternativa para el transito de
avenidas y constituye la base para estudios posterio-
res en el tema, ya que representa una solucién cerra-
da al problema.

Transito de avenidas en vasos

En el transito de avenidas en vasos, la velocidad del
flujo, una vez que entra a un vaso de gran capacidad,
es muy baja y la superficie libre del agua puede consi-
derarse horizontal en todo momento. En consecuen-
cia, tanto el almacenamiento como la descarga pue-
den expresarse en funcién del nivel medio en el vaso.

Las técnicas para el transito hidrolégico se basan
en la ecuacion diferencial del almacenamiento, la cual
se expresa como (Ponce, 1989):

l-0==2 (1)
at

donde /es el gasto de entrada, O el de saliday Ses el
volumen almacenado, de tal manera que dS/dt repre-
senta el gradiente de cambio en el tiempo de dicho
volumen.

En una aplicacion tipica del transito de avenidas
por un vaso, el hidrograma de entrada, el gasto de sali-
da inicial y el almacenamiento inicial, ademéas de las
caracteristicas fisicas del vaso y su politica de opera-
cion son conocidos. De acuerdo con esto, el objetivo
del trénsito es determinar el hidrograma de salida y la
elevacion maxima alcanzada dentro del vaso.

En un vaso de almacenamiento ideal, el almacena-
miento es soélo funcién del gasto de salida (Chow et al.,
1988). Ya que es muy usual gue los almacenamientos
reales tengan relaciones almacenamiento-salida no li-
neales, la relacion entre almacenamiento y gasto de
salida puede expresarse mediante la relacion S = KO,
donde K es un coeficiente de almacenamiento. Sin= 1,
la relacion se reduce a una forma lineal y K se conoce
como el coeficiente de almacenamiento lineal.

Para el trénsito en vasos de almacenamiento reales,
se deben determinar por adelantando las propiedades
no lineales de la relacion almacenamiento-salida. Por
ejemplo, con base en principios hidraulicos se ha de-
terminado que el gasto de salida de un embalse con

un vertedor de descarga libre esta dado por la férmu-
la (Bureau of Reclamation, 1287):

O =pl~2g H*?

en donde L es la longitud de la cresta vertedora, H es
la carga hidraulica y p es el coeficiente del vertedor.

Finalmente, el efecto del almacenamiento produce
en el hidrograma de salida una atenuacioén en el gasto
pico y un incremento en el tiempo base (Chow ef al.,
1988).

Ahora bien, la mayoria de los vasos de almacena-
miento tiene algln tipo de control de salida, en donde
el gasto de salida es regulado, por ejemplo, por verte-
dores de campuertas. En esa situacion, el gasto de sa-
lida esta determinado tanto por las condiciones hidrau-
licas como por las reglas de operacién, las cuales to-
man en cuenia los usos del agua almacenada. Por
ejemplo, la operacion para el control de avenidas pue-
de reguerir que se mantenga un cierto volumen libre
en época de lluvias para el control de las avenidas.
Para generacién de electricidad, por otro lado, el nivel
en el almacenamiento debe mantenerse en un rango
estrecho, usualmente cercano al nivel de operacion
optimo para las instalaciones. Los requerimientos para
riego, por su parte, pueden variar dependiendo de la
evapotranspiracion de los cultivos manejados, mien-
tras que para navegacion, el gasto de salida debe
mantenerse de tal manera que garantice un nivel mini-
mo en el cauce aguas abajo de la presa. Para todos
estos casos, se puede utilizar la ecuacién diferencial
del almacenamiento para transitar avenidas a través
de vasos, incluyendo simplemente la politica de ope-
racion (Ponce, 1989).

Ecuaciones adimensionales

Para el desarrollo de una solucién analitica aproximada
resulta conveniente usar la versién adimensional de la
ecuacion de continuidad que describe el transito de
avenidas en un vaso (ecuacion 1),

Considérese, como primer paso, adimensionalizar
la relacion elevaciones-capacidades para el vaso (ilus-
tracion 1) a través de la siguiente funcién de potencia:

o

S-S, [ h-n,
S-S, \h,-h

m c

donde:

h,, es una elevacion de referencia
h, es la elevacion a la cresta vertedora o una
elevacion de referencia
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llustracion 1. Relacién elevaciones-capacidades.

> S
SC Sm
S, es el almacenamiento correspondiente a A,
S, es el almacenamiento correspondiente a h,
o es un exponente de ajuste
Introduciendo B = 1/a se tiene que:
p
h-h, _| S-S5 )
hm _hc Sm "_Sc

Con esto, la ley de descarga libre de un vertedor en
un depdsito de este tipo esta dada por:

3/2
O=uLy2g (h-h,) (3)
Se definen las escalas caracteristicas siguientes:

Escala de almacenamientos: S =S,-5,

3/2
Escala de gastos: Q, =ul~2g (hm —hc)

Escala de elevaciones: hg =h, —h,
. Se
Escala de tiempos: f, =28
Qe

Las variables adimensionales (todas de orden uno),
gue se denotaran por un asterisco, resultan:

G oSSy hhe Lot Qo )
S, h, Q, S,

Con esto, la ecuacién de elevaciones-capacidades
(ecuacién 2) se reduce a:

A =5GP (%)

y la ecuacién adimensional de descarga del vertedor

resulta:
. 3/2
O:uL\/éE[he s B] (6)

En el caso particular en el que B = 2/3, al sustituir
las ecuaciones 4, 5y 6 en la ecuacion 1, el problema
se linealiza, resultando la ecuacion de continuidad li-
nealizada adimensional:

4 _j_s (7)
at

Si se supone que o es muy cercano a 3/2, con lo cual
2
B serfa muy cercanc a 2/3, se puede tomar B=§+6,

en donde & << 1. Si llamamos € =28, se obtiene la si-

guiente ecuacion adimensional de continuidad general
para el transito de avenidas en vasos:

y e,
B 5" o (8)
dt

endonde /" = ")y & =S5 (fie) y e << 1.

En este mismo sentido, Akan (1989, 1990), Kessler
y Diskin (1991), y Basha (1994, 1995) han obtenido
ofras ecuaciones adimensionales. Basicamente, dichas
ecuaciones se han utilizado en la solucién de proble-
mas de transito en vasos para el control de avenidas.

Aungue la idea fundamental es analoga a la desa-
rrollada en este trabajo, las escalas caracteristicas que
agui se manejan son distintas y, por lo tanto, generan
ecuaciones adimensionales diferentes.

Es de particular importancia hacer notar que, a di-
ferencia de otros autores, la adimensionalizacion pro-
puesta en este trabajo conduce a una ecuacion mas
simple, en la cual no se ven involucradas explicitamen-
te las caracteristicas del pico del hidrograma.

Solucién analitica aproximada de la ecuacion
de transito

La ecuacion adimensional de continuidad dada por la
expresion 8 es:

£+S'1+E = () e<<1
at
Supongamos que la ecuacion 8 esta sujeta a la con-
dicién inicial: S" = Sy, en donde, en general, S; = O (1).
Para el caso de un vertedor de descarga libre S; = 0,
pero cuando existe un vertedor con politica de opera-
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cion escalonada, éste podria tomar cualquier valor llustracién 3. Hidrograma triangular adimensional.
dentro de un rango dado.
Utilizando las leyes de los exponentes y una expan- ),
sién en serie de Taylor para S™, la ecuacion 8 resulta:
g
ds’ » ) o
—+S +eS InS + & S In?S" +0E®)) =/ (") (9)
dr 2
Con un enfoque perturbatorio, la solucién de la
ecuacion 9 se puede expresar mediante una expan-
sion del tipo (Nayfeh, 1981):
o - - . > 1"
St ;e)=S,(t )+e S () +e%S,(t )+ O(e?) (10) Y zc/é
en donde:
. ) De la ilustracion 3, el gasto pico adimensional se ha
s(')(f)= s;) +J e (t)ar e (11) expresado como § = Q,/Q, el tiempo pico adimensio-
0 nal como v = t,/t, y ya que el volumen de escurrimien-
to adimensional es o = V,/S,, el tiempo base esta dado
IR L R L por 20/,
)=-¢ jo So +J.Oe” (T)dr De acuerdo con lo anterior, el hidrograma de entra-
(12) da queda descrito por las siguientes expresiones:
* T 4o
{—r+|n[$ j el (7)ot }}dx :
para0<t <vy: *({*)==2t"
Y
NI L | DR [ ] 13 ; _Epr
St )=—e jo &) SN Sy(@)+8; (1) 1+1n Sy(n) (13) varay<t-<29. /*(t*):&[&s £t J
g 26 -&y
Las ecuaciones 10 a 13 proporcionan la solucion . . [ () =
analitica aproximada de segundo orden de la ecuacion para t* > 7 (t)=0
adimensional del transito de avenidas en vasos.
A fin de evaluar el comportamiento de esta solu- Con lo anterior, la solucién del transito esta dada
cion, se planted el transito de una avenida con un por las expresiones siguientes:
hidrograma triangular (ilustracién 2), el cual da origen
al hidrograma triangular adimensional mostrado en la para 0<t*<y:
flustracion 3.
llustracion 2. Avenida con hidrograma triangular. S(te)= {S; + é{ef' ¢ -+ 1}}34'
Y
Iy i or . .
| {s; +—{e‘(1:—1)+1}H—1+In [s; +—{eT(1:—1)+1}Hdr
Gp 0 Y Y

2t Jof {% {SB + %{e‘(r —)+ 1}}{—1 +In [s; + %{eT(I — 1+ 1}}}2

_JISE) +% e (v -1) +1}:H—-’E'+ In [SO +%{er‘(~c'—1)+1ﬂ}dr’.
> [1 T+In {so +5 e (- 1)+1}D }en (14)

b Iy
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. 20
paray <f" <-—:

S(t';e)= {S;) + {m1 + m{et' - ms} — My [et‘ t -N- mJ}:le_'.
-

e | {S'o-i—{mﬁrmz[e‘—ms]—maie‘(1—1)—m4]}].

0

{—r + In[SF) + {m1 +m, [e’ - ms] —my [GT(;C - 1? -m, ]}]}dm
—e%" _[ {% {S'O + {m1 +m, [e‘ —~ ms] -, [e‘(t -1)-m, ]}]

0

{—r + |n[s;3 + {m1 +m, [e‘ - m5] my [er e m}z

T

- j[s; +{m1 +m2[e*’ - nis]—ma[e*'(z'q)_ m4]}].

0

{—’C' +ln[Sg + {rm +my [e" - ] — [e" (t-1)-m, ]H}m
(1— 1+In[S'O +{m1 + mz[e'E - m5] ~ ms[e‘("c— 1)- m4}}D }dr

donde:

(15)

m =%[ey(y~1)+1]

_ 20t
20 —1€

donde: S, =S [—2&2;&:]

ingenieria hidraulica en méxico/octubre-diciembre de 2001

Las ecuaciones 14 a 16 proporcionan una sclucién
cerrada, en términos de cuadraturas, al problema de
transito y pueden tomarse para analisis posteriores del
comportamiento de las avenidas en vasos.

Ejemplo de aplicacion

Con el fin de determinar si el parametro € es en reali-
dad lo suficientemente pequefio como para satisfacer
la hipétesis de e << 1, se realizaron ajustes de la ecua-
cion de elevaciones capacidades para diferentes va-
sos de almacenamiento con los resultados mostrados
en el cuadro 1.

Para evaluar la solucién encontrada, ésta se aplicd
al caso del transito de la avenida de disefio de la presa
El Molinito, ubicada en la cuenca del rio Scnora, en el
norte de la republica mexicana. La avenida de disefio
se simplificéd a un hidrograma triangular, conservando
el gasto pico v el volumen de escurrimiento; mientras
que el tiempo pico se calculd como 3/8 partes del
tiempo base.

De acuerdo con el cuadro 1, este embalse tiene un
parametro € = 0.237587, el cual es uno de los valores
méas altos encontrado en las presas consideradas. El

Cuadro 1. Valor de & para diferentes vasos.

Embalse Valor absoluto de ¢
Villa Victoria 0.105881
Trigomil 0.135581
Huites 0.059296
El Molinito 0.237587
Abelardo L. Rodriguez 0.192250
El Infiernillo 0.071361
Alvaro Obregon 0.271386
Benito Juérez 0.255562

llustracion 4. Hidrograma de entrada a la presa EI Molinito,
Sonora.

I(m3/s) 4

2232

» t(dias)

0.463 1.39
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llustracion 5. Caracteristicas de ia presa El Molinito, Sonora.

295.40 msnm

\ +  NAME = 293.40 msnm
\_ = NAMO = 289,36 msnm

3
L=18m

i = 0.504
Qmax = 326 m3/s

Sm = 272,000,000 m3 (al NAME)
Sc = 150,000,000 m3 (al NAMO)

hidrograma de entrada que se tomd en cuenta se
muestra en la ilustracién 4, mientras las caracteristicas
fisicas del vaso se observan en la ilustracién 5.

De manera explicita se obtuvieron las soluciones de
orden cero, uno y dos, asi como la solucién numérica
por medio de la aplicacion del método de Runge-Kutta
de 4° orden a la ecuacion diferencial original, emplean-
do un valor muy pequefio del incremento de tiempo,
At* = 0.001, la cual fue tomada como “solucion verda-
dera" para evaluar el comportamiento de las diferentes
soluciones perturbatorias. La reduccion de Af* a la mi-
tad del valor citado no modifica la solucién en cinco ci-
fras significativas.

La evolucion de los almacenamientos para las dis-
tintas soluciones se muestra en la ilustracion 6. Como
se observa, la diferencia entre la solucion “verdadera”,
de orden uno y de orden dos es practicamente inapre-
ciable, a pesar de que el valor de & no es tan pequefio.
Con esto se considera que el enfoque perturbatorio
utilizado reproduce en forma adecuada los resultados
del transito.

llustracion 6. Evolucién de los almacenamientos.
Presa EI Molinito, Sonora.

280
Solucioén
260 . “Verdadera"} -
// \\ ------- Orden cero
. --—- Orden uno
oo / SOSSSSS— 00 Orden dos -]

220 /
200 /
180

160
L/

140

Almacenamiento (millones de m3)

0 25 50 75 100 125 150
Tiempo (h)

Cuadro 2. Resultados del transito.

Desviacién
con respecto
a la solucion

“verdadera”(%)

Almacenamiento
maximo
(millones de m?)

Método aplicado

Numérica RK-4 265.21 0.00
Perturbatorio de orden cero 263.96 0.47
Perturbatorio de orden uno 264.89 0.1
Perturbatorio de orden dos 264.98 0.08

Cuadro 3. Error medio hasta t* = 1.

Método aplicado Error medio (%)

Perturbatorio de orden cero 0.60
Perturbatorio de orden uno 0.18
Perturbatorio de orden dos 0.20

Los almacenamientos maximos, asi como la desvia-
cion en porcentaje con respecto al método de referen-
cia (solucion “verdadera") se consignan en el cuadro
2. El error medio obtenido hasta t* = 1 (t = 1.321 dias)
se observa en el cuadro 3.

Como puede observarse, los errores correspondien-
tes a las soluciones de orden uno y dos son compara-
bles, por lo que, en vista de su relativa sencillez, se re-
comienda emplear la solucion de orden uno.

Conclusiones

Se desarrolld un método analitico aproximado para la
solucidn del transito de avenidas en vasos de almace-
namiento, aplicando un enfoque perturbatorio. Se pre-
sentaron expresiones generales, de tal forma que és-
tas pueden utilizarse para cualquier hidrograma de
entrada. De los resultados obtenidos al aplicar el méto-
do al caso real de la avenida de disefio de la presa
El Molinito en Sonora, México, se desprende que la so-
lucion perturbatoria de orden uno resulta adecuada
para fines practicos. Ademas, en términos del almace-
namiento maximo o la elevacion méaxima de la superfi-
cie libre del agua (que son los parametros de disefio
mas importantes de un vaso), aun la solucién de orden
cero es muy buena incluso para valores “grandes” del
parametro .

Finalmente, la solucién presentada constituye un
medio para estudiar el comportamiento de los embal-
ses sujetos a avenidas arbitrarias.

Recibido: 01/08/2001
Aprobado: 28/08/2001
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Abstract

Ramirez, A.l. & A.A. Aldama, » Approximate Analytical Solution of the Flood Routing Equation in Reservoirs”,
Hydraulic Engineering in Mexico (in Spanish), pages 71-77, vol. XVI, num. 4, October-December, 2001.
Flood routing through storage reservoirs is one of the simplest problems of hydrology. However, until now,
the equation that describes the phenomenon has no known analytical solution, it is solved by numerical
methods. The development of an approximate analytic solution to the problem, which has been reached
through a perturbation approach, is presented in this paper. General equations for arbitrary inflow hydrogra-
phs are shown. The proposed method has been applied to the design flood routing for the El Molinito dam
(Sonora, Mexico) with good results. It is concluded that, for practical purposes, a veriurbatory first order so-
lution and even the zero order solution are good approximations to the problem, and that the proposed
method could represent the basis for further studies regarding the behavior of dams related to arbitrary

inflow hydrographs.

Key words: flood routing, storage reservoirs, analytical approximate solution, perturbation techniques, El

Molinito dam.

Direccion institucional de los autores:

Aldo |. Ramirez
Alvaro A. Aldama

Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua
Paseo Cuauhnahuac 8532
62550 Progreso, Morelos, México

ingenieria hidraulica en méxico/octubre-diciembre de 2001 77



	Contenido
	Solución analítica aproximada de la ecuación de transito de avenidas en vasos


