
 

Artículo publicado en el Repositorio Institucional del IMTA 
 

Título 
Solución analítica aproximada de la ecuación de 
tránsito de avenidas en vasos. 

Autor / Adscripción 
 

Aldo I. Ramírez 
Álvaro A. Aldama 
 

Instituto Mexicano de Tecnología del Agua 

Publicación Ingeniería Hidráulica en México, 16(4): 71-77 

Fecha de publicación 2001 

Resumen 

El tránsito de avenidas en vasos constituye uno de los 
problemas más simples de la hidrología. Sin embargo, 
hasta la fecha, la ecuación que describe el fenómeno no 
tiene una solución analítica conocida, por lo que su 
solución se obtiene generalmente mediante métodos 
numéricos. En este trabajo se presenta el desarrollo de 
una solución analítica aproximada para dicho problema, 
la cual se obtiene por medio de técnicas perturbatorias. 
Como parte de los resultados, se proponen ecuaciones 
generales para el tránsito de hidrogramas arbitrarios y 
obras de excedencias libres o controladas. Se incluye un 
ejemplo en el que se realiza el tránsito de la avenida de 
diseño de la presa El Molinito, en Sonora, México.  
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El tránsito de avenidas en vasos constituye uno de los problemas más simples de la hidrología. 
Sin embargo, hasta la fecha, la ecuación que describe el fenómeno no tiene una solución ana- 
lítica conocida, por lo que su solución se obtiene generalmente mediante métodos numéricos. 
En este trabajo se presenta el desarrollo de una solución analítica aproximada para dicho pro- 
blema, la cual se obtiene por medio de técnicas perturbatorias. Como parte de los resultados, 
se proponen ecuaciones generales para el tránsito de hidrogramas arbitrarios y obras de exce- 
dencias libres o controladas. Para ilustrar la aplicación y bondades del método propuesto se in- 
cluye un ejemplo en el que se realiza el tránsito de la avenida de diseno de la presa El Molinito, 
en Sonora, México. Se ha concluido que una solución perturbatoria de orden uno y aun la de 
orden cero ofrecen aproximación suficiente para fines prácticos. El método, que representa una 
solución cerrada del problema, constituye la base para estudios posteriores acerca del com- 
portamiento de los vasos ante avenidas de ingreso. 

Palabras clave: tránsito de avenidas, vasos de almacenamiento, solución analítica aproxima- 
da, métodos perturbatorios, presa El Molinito. 

Introducción 

El lago artificial creado aguas arriba de una presa se 
denomina embalse, también llamado en ocasiones 
vaso de almacenamiento, el cual, además de conser- 
var el agua para uso posterior, puede tener cierta ca- 
pacidad para controlar avenidas, es decir para ate- 
nuar los efectos de dichos eventos. Por esta razón, 
desde el punto de vista hidrológico, la característica 
física más importante del vaso es su capacidad de 
almacenamiento. combinada. 

El procedimiento para la determinación de la mag- 
nitud de los gastos de salida de un almacenamiento, 
así como la evolución de los niveles en el mismo, utili- 
zando hidrogramas de entrada conocidos o supues- 
tos, se llama tránsito de avenidas en vasos. 

En el tránsito de avenidas en vasos, el enfoque clá- 
sico del tránsito se basa en el concepto de almacena- 
miento y no incluye los efectos de movimiento, por lo 
cual sólo utiliza la ecuación de continuidad. Las técni- 
cas de tránsito basadas en estos conceptos se deno- 
minan métodos de tránsito hidrológicos, mientras que 
los métodos de tránsito hidráulico utilizan principios de 
conservación de masa y momentum para obtener solu- 

ciones detalladas de los gastos y almacenamientos en 
el vaso (Ponce, 1989). 

Para realizar el tránsito de avenidas en vasos se uti- 
lizan relaciones fisicomatemáticas para calcular el flujo 
de salida del embalse, esto siempre y cuando el flu- 
jo de entrada, las condiciones iniciales, las caracterís- 
ticas y las políticas de operación del mismo se conoz- 
can previamente. En un vaso, el gasto de entrada de- 
pende del flujo en la corriente aguas arriba, mientras 
que la salida puede ser controlada, no controlada o 

La ecuación del tránsito de avenidas en vasos para 
un hidrograma de entrada arbitrario no tiene una solu- 
ción analítica conocida hasta la fecha (Ramírez, 2000). 
Por esta razón, los enfoques numéricos son muy utili- 
zados en su solución. Los métodos numéricos pueden 
considerar avenidas de entrada de forma arbitraria y 
resultan fácilmente programables en una computadora 
personal. Sin embargo, la conveniencia de una solu- 
ción analítica para la ecuación de tránsito se pone de 
manifiesto cuando se pretenden plantear estudios más 
profundos sobre el comportamiento de los vasos, como 
por ejemplo, el análisis de sensibilidad ante las aveni- 
das de entrada. Una solución analítica permitiría obte- 



ner de manera explícita la relación entre las caracterís- 
ticas del hidrograma de entrada al vaso, la evolución 
de los almacenamientos y el hidrograma de salida del 
mismo. 

En este documento se presenta el desarrollo de una 
solución analítica aproximada a la ecuación del tránsi- 
to de avenidas en vasos mediante la aplicación de téc- 
nicas perturbatorias. La solución analítica aproximada 
representa una forma alternativa para el tránsito de 
avenidas y constituye la base para estudios posterio- 
res en el tema, ya que representa una solución cerra- 
da al problema. 

Transito de avenidas en vasos 

En el tránsito de avenidas en vasos, la velocidad del 
flujo, una vez que entra a un vaso de gran capacidad, 
es muy baja y la superficie libre del agua puede consi- 
derarse horizontal en todo momento. En consecuen- 
cia, tanto el almacenamiento como la descarga pue- 
den expresarse en función del nivel medio en el vaso. 

Las técnicas para el tránsito hidrológico se basan 
en la ecuación diferencial del almacenamiento, la cual 
se expresa como (Ponce, 1989): 

un vertedor de descarga libre está dado por la fórmu- 
la (Bureau of Reclamation, 1987): 

en donde L es la longitud de la cresta vertedora, H es 
la carga hidráulica y es el coeficiente del vertedor. 

Finalmente, el efecto del almacenamiento produce 
en el hidrograma de salida una atenuación en el gasto 
pico y un incremento en el tiempo base (Chow et al., 
1988). 

Ahora bien, la mayoría de los vasos de almacena- 
miento tiene algún tipo de control de salida, en donde 
el gasto de salida es regulado, por ejemplo, por verte- 
dores de compuertas. En esa situación, el gasto de sa- 
lida está determinado tanto por las condiciones hidráu- 
licas como por las reglas de operación, las cuales to- 
man en cuenta los usos del agua almacenada. Por 
ejemplo, la operación para el control de avenidas pue- 
de requerir que se mantenga un cierto volumen libre 
en época de lluvias para el control de las avenidas. 
Para generación de electricidad, por otro lado, el nivel 
en el almacenamiento debe mantenerse en un rango 
estrecho, usualmente cercano al nivel de operación 
óptimo para las instalaciones. Los requerimientos para 
riego, por su parte, pueden variar dependiendo de la 
evapotranspiración de los cultivos manejados, mien- 
tras que para navegación, el gasto de salida debe 
mantenerse de tal manera que garantice un nivel míni- 
mo en el cauce aguas abajo de la presa. Para todos 
estos casos, se puede utilizar la ecuación diferencial 
del almacenamiento para transitar avenidas a través 
de vasos, incluyendo simplemente la política de ope- 
ración (Ponce, 1989). 

Ecuaciones adimensionales 

Para el desarrollo de una solución analítica aproximada 
resulta conveniente usar la versión adimensional de la 
ecuación de continuidad que describe el tránsito de 
avenidas en un vaso (ecuación 1). 

Considérese, como primer paso, adimensionalizar 
la relación elevaciones-capacidades para el vaso (ilus- 
tración 1) a través de la siguiente función de potencia: 

u1 

donde l es el gasto de entrada, O el de salida y S es el 
volumen almacenado, de tal manera que dS/dt repre- 
senta el gradiente de cambio en el tiempo de dicho 
vol u men 

En una aplicación típica del tránsito de avenidas 
por un vaso, el hidrograma de entrada, el gasto de sali- 
da inicial y el almacenamiento inicial, además de las 
características físicas del vaso y su política de opera- 
ción son conocidos. De acuerdo con esto, el objetivo 
del tránsito es determinar el hidrograma de salida y la 
elevación máxima alcanzada dentro del vaso. 

En un vaso de almacenamiento ideal, el almacena- 
miento es sólo función del gasto de salida (Chow et al., 
1988). Ya que es muy usual que los almacenamientos 
reales tengan relaciones almacenamiento-salida no li- 
neales, la relación entre almacenamiento y gasto de 
salida puede expresarse mediante la relación S = KOn, 
donde K es un coeficiente de almacenamiento. Si n = 
la relación se reduce a una forma lineal y K se conoce 

Para el tránsito en vasos de almacenamiento reales, 
se deben determinar por adelantando las propiedades 
no lineales de la relación almacenamiento-salida. Por 
ejemplo, con base en principios hidráulicos se ha de- 
terminado que el gasto de salida de un embalse con 

como el coeficiente de almacenamiento lineal. 
donde: 

hm es una elevación de referencia 
hc es la elevación a la cresta vertedora o una 

elevación de referencia 



Sm es el almacenamiento correspondiente a hm 
Sc es el almacenamiento correspondiente a hc 
a es un exponente de ajuste 

Introduciendo = se tiene que: 

y la ecuación adimensional de descarga del vertedor 
resulta: 

En el caso particular en el que = al sustituir 
las ecuaciones y en la ecuación el problema 
se linealiza, resultando la ecuación de continuidad li- 
nealizada adimensional: 

Si se supone que a es muy cercano a con lo cual 

sería muy cercano a se puede tomar = 

en donde Si llamamos E = se obtiene la si- 

guiente ecuación adimensional de continuidad general 
para el tránsito de avenidas en vasos: 

Se definen las escalas características siguientes: 

Escala de almacenamientos: 

Escala de gastos: 

Escala de elevaciones: 

Escala de tiempos: 

Las variables adimensionales (todas de orden uno), 
que se denotarán por un asterisco, resultan: 

Con esto, la ley de descarga libre de un vertedor en 
un depósito de este tipo está dada por: En este mismo sentido, Akan Kessler 

y Diskin y Basha (1994, 1995) han obtenido 
otras ecuaciones adimensionales. Básicamente, dichas 
ecuaciones se han utilizado en la solución de proble- 
mas de tránsito en vasos para el control de avenidas. 

Aunque la idea fundamental es análoga a la desa- 
rrollada en este trabajo, las escalas características que 
aquí se manejan son distintas y, por lo tanto, generan 
ecuaciones adimensionales diferentes. 

Es de particular importancia hacer notar que, a di- 
ferencia de otros autores, la adimensionalización pro- 
puesta en este trabajo conduce a una ecuación más 
simple, en la cual no se ven involucradas explícitamen- 
te las características del pico del hidrograma. 

Solución analítica aproximada de la ecuación 
de transito 

La ecuación adimensional de continuidad dada por la 
expresión es: 

Con esto, la ecuación de elevaciones-capacidades 
(ecuación 2 )  se reduce a: 

Supongamos que la ecuación está sujeta a la con- 
dición inicial: s* = s,*, en donde, en general, s,* = 
Para el caso de un vertedor de descarga libre = O, 
pero cuando existe un vertedor con política de opera- 



ción escalonada, éste podría tomar cualquier valor 
dentro de un rango dado. 

Utilizando las leyes de los exponentes y una expan- 
sión en serie de Taylor para la ecuación resulta: 

Con un enfoque perturbatorio, la solución de la 
ecuación se puede expresar mediante una expan- 
sión del tipo (Nayfeh, 1981): 

en donde: 
De la ilustración el gasto pico adimensional se ha 

expresado como = el tiempo pico adimensio- 
nal como y = y ya que el volumen de escurrímien- 
to adímensional es = el tiempo base está dado 
por 

De acuerdo con lo anterior, el hidrograma de entra- 
da queda descrito por las siguientes expresiones: 

Las ecuaciones a proporcionan la solución 
analítica aproximada de segundo orden de la ecuación 
adimensional del tránsito de avenidas en vasos. 

A fin de evaluar el comportamiento de esta solu- 
ción, se planteó el tránsito de una avenida con un 
hidrograma triangular (ilustración el cual da origen 
al hidrograma triangular adimensional mostrado en la 
ilustración 

Con lo anterior, la solución del tránsito está dada 
por las expresiones siguientes: 



Las ecuaciones a proporcionan una solución 
cerrada, en términos de cuadraturas, al problema de 
tránsito y pueden tomarse para análisis posteriores del 
comportamiento de las avenidas en vasos. 

Ejemplo de aplicación 

Con el fin de determinar si el parámetro E es en reali- 
dad lo suficientemente pequeño como para satisfacer 
la hipótesis de E se realizaron ajustes de la ecua- 
ción de elevaciones capacidades para diferentes va- 
sos de almacenamiento con los resultados mostrados 
en el cuadro 

Para evaluar la solución encontrada, ésta se aplicó 
al caso del tránsito de la avenida de diseño de la presa 
El Molinito, ubicada en la cuenca del río Sonora, en el 
norte de la república mexicana. La avenida de diseño 
se simplificó a un hidrograma triangular, conservando 
el gasto pico y el volumen de escurrimiento; mientras 
que el tiempo pico se calculó como partes del 
tiempo base. 

De acuerdo con el cuadro este embalse tiene un 
parámetro E = el cual es uno de los valores 
más altos encontrado en las presas consideradas. El 

donde: 

para t 

donde: 



hidrograma de entrada que se tomó en cuenta se 
muestra en la ilustración mientras las características 
físicas del vaso se observan en la ilustración 

De manera explícita se obtuvieron las soluciones de 
orden cero, uno y dos, así como la solución numérica 
por medio de la aplicación del método de Runge-Kutta 
de 4" orden a la ecuación diferencial original, emplean- 
do un valor muy pequeño del incremento de tiempo, 

= la cual fue tomada como "solución verda- 
dera" para evaluar el comportamiento de las diferentes 
soluciones perturbatorias. La reducción de a la mi- 
tad del valor citado no modifica la solución en cinco ci- 
fras significativas. 

La evolución de los almacenamientos para las dis- 
tintas soluciones se muestra en la ilustración Como 
se observa, la diferencia entre la solución "verdadera", 
de orden uno y de orden dos es prácticamente inapre- 
ciable, a pesar de que el valor de E no es tan pequeño. 
Con esto se considera que el enfoque perturbatorio 
utilizado reproduce en forma adecuada los resultados 
del tránsito. 

Los almacenamientos máximos, así como la desvia- 
ción en porcentaje con respecto al método de referen- 
cia (solución "verdadera") se consignan en el cuadro 

El error medio obtenido hasta = = días) 
se observa en el cuadro 

Como puede observarse, los errores correspondien- 
tes a las soluciones de orden uno y dos son compara- 
bles, por lo que, en vista de su relativa sencillez, se re- 
comienda emplear la solución de orden uno. 

Conclusiones 

Se desarrolló un método analítico aproximado para la 
solución del tránsito de avenidas en vasos de almace- 
namiento, aplicando un enfoque perturbatorio. Se pre- 
sentaron expresiones generales, de tal forma que és- 
tas pueden utilizarse para cualquier hidrograma de 
entrada. De los resultados obtenidos al aplicar el méto- 
do al caso real de la avenida de diseño de la presa 
El Molinito en Sonora, México, se desprende que la so- 
lución perturbatoria de orden uno resulta adecuada 
para fines prácticos. Además, en términos del almace- 
namiento máximo o la elevación máxima de la superfi- 
cie libre del agua (que son los parámetros de diseño 
más importantes de un vaso), aún la solución de orden 
cero es muy buena incluso para valores "grandes" del 
parámetro E. 

Finalmente, la solución presentada constituye un 
medio para estudiar el comportamiento de los embal- 
ses sujetos a avenidas arbitrarias. 
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Abstract 

Ramírez, A.I. A.A. Aldama, "Approximate Analytical Solution of the Flood Routing Equation in Reservoirs", 
Hydraulic Engineering in Mexico (in Spanish), pages vol. XVI, num. October-December, 

Flood routing through storage reservoirs is one of the simplest problems of hydrology. However; until now, 
the equation that describes the phenomenon has no known analytical solution, it is solved by numerical 
methods. The development of an approximate analytic solution to the problem, which has been reached 
through a perturbation approach, is presented in this paper. General equations for arbitrary inflow hydrogra- 
phs are shown. The proposed method has been applied to the design flood routing for the El Molinito dam 
(Sonora, Mexico) with good results. It is concluded that, for practical purposes, a oerturbatory first order so- 
lution and even the zero order solution are good approximations to the problem, and that the proposed 
method could represent the basis for further studies regarding the behavior of dams related to arbitrary 
inflow hydrographs. 

Key words: flood routing, storage reservoirs, analytical approximate solution, perturbation techniques, El 
Molinito dam. 
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