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Resumen 

Se deduce la solución exacta de la ecuación de la 
infiltración unidimensional vertical cuando la 
difusividad hidráulica es considerada constante y la 
conductividad hidráulica es una combinación de una 
función lineal y una cuadrática del contenido 
volumétrico de agua. Esta solución cuasi-lineal de la 
infiltración contiene, como casos particulares, la 
solución clásica conocida como “suelo lineal”, y la 
solución de Knight. 
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Se deduce la solución exacta de la ecuación de la infiltración unidimensional vertical cuando la 
difusividad hidráulica es considerada constante y la conductividad hidráulica es una combina- 
ción de una función lineal y una cuadrática del contenido volumétrico de agua. Esta solución 
cuasi-lineal de la infiltración contiene, como casos particulares, la solución clásica conocida 
como “suelo lineal”, y la solución de Knight. La lámina infiltrada acumulada en función 
del tiempo proporcionada por la solución cuasi-lineal se ha comparado con la lámina infiltrada 
proporcionada por la solución numérica de la ecuación de Richards en tres suelos de propie- 
dades hidrodinámicas contrastantes. El buen acuerdo entre las láminas infiltradas ha mostrado 
que la solución cuasi-lineal puede utilizarse en suelos donde la difusividad y la conductividad 
hidráulicas no satisfacen los supuestos de la deducción. 

Palabras clave: ecuación de Burgers, solución cuasi-lineal Óptima. 

Introducción 

La ecuación diferencial ampliamente utilizada para 
describir la infiltración vertical es de tipo Fokker-Planck 
no lineal, que resulta de la combinación de la ecuación 
de continuidad y de la ley de Darcy: 

La infiltración en una columna semi-infinita de suelo 
homogéneo bajo condiciones de concentración cons- 
tante es descrita por la ecuación sujeta a las condi- 
ciones: 

donde es el volumen de agua por unidad de volumen 
de suelo o contenido volumétrico de agua (cm3/cm3), 
también llamado contenido de humedad, y es una fun- 
ción de la presión del agua en el suelo, expresada 
como una altura equivalente de columna de agua 
(cm); es conocida como curva característica de 
humedad o curva de retención de agua; el potencial 
gravitacional está asimilado a la coordenada vertical z 
orientada positivamente hacia abajo (cm); t es el tiem- 
po (s) ;  = es la difusividad hidráulica 
(cm2/s), y es la conductividad hidráulica (cm/s). 

donde es el contenido volumétrico de agua impues- 
to sobre la superficie del suelo, tomado generalmente 
como igual al contenido volumétrico de agua a satura- 
ción es el contenido volumétrico de agua inicial 
tomado como constante. 

El volumen infiltrado por unidad de superficie de 
suelo o lámina infiltrada I(t) t) (cm) en una columna semi- 
infinita sujeta a las condiciones precedentes se dedu- 
ce del principio de conservación de masa: 



donde K1 = es la conductividad hidráulica en la 
superficie del suelo. 

La ecuación con difusividad constante y en es- 
critura adimensional es la siguiente: 

sujeta a: donde K0 = es la conductividad hidráulica inicial; 
Q(t)  es el flujo de Darcy en la superficie del suelo o ve- 
locidad de infiltración (cm/s). 

La solución de la ecuación sujeta a las condicio- 
nes de las ecuaciones se establece cuando la difu- 
sividad es una constante [ = y el coeficiente del 
término convectivo se considera constante o 
proporcional al contenido volumétrico de agua. Para 
satisfacer el comportamiento exacto de la lámina infil- 
trada en los tiempos muy cortos, la difusividad hidráuli- 
ca constante se define como (Philip, 1969): 

Las dos soluciones clásicas del sistema (ecuacio- 
nes y corresponden a las dos funciones asumidas 
para la conductividad hidráulica. En la solución para el 
"suelo lineal" se asume (Philip, 1969): 

en donde S es la sorbilidad definida por: 

I I 

Las soluciones pueden establecerse en forma adi- 
mensional, introduciendo las siguientes variables adi- 
mensionales: : 

y en la solución de Knight (1973): 

\ I  

Las soluciones respectivas para la lámina infiltrada 
son: 

L 
donde erf (x) es la función error y erfc (x)  = (x)  
es la función error complementaria. 

El objetivo del presente trabajo es encontrar la solu- 
ción del sistema (ecuaciones y que contenga 
como casos particulares las soluciones del suelo lineal 
y del suelo de Knight. 

Teoría 

La conductividad hidráulica se asume como la combi- 
nación lineal de las ecuaciones y 9: 

= + 
Dado que = se deduce que y = es 

decir: 



Puesto que = O y para 
todo E se deduce de la primera condición 

O, y de la segunda O. En con- 
secuencia O < < i. 

La introducción de la ecuación en la ecuación 
permite obtener la siguiente ecuación diferencial: 

la cual se reduce a la ecuación clásica de Burgers 
948) cuando = 

La ecuación generalizada de Burgers puede ser 
llevada a la forma de la ecuación lineal del calor, efec- 
tuando una transformación no lineal debida a Hopf 

950) y Cole 951). Esta transformación reemplaza el 
coeficiente convectivo de la ecuación por una fun- 
ción de una nueva variable dependiente llamada po- 
tencial de Hopf y Cole (u,): 

La transformación de Hopf y Cole, en combinación 
con la difusividad de Fujita (1 952) y la relación entre la 
difusividad y la conductividad hidráulicas de Parlange 
et a/. (1982) (Fuentes et al., ha sido utilizada en 
trabajos en flujo bifásico en los suelos por Rogers et a/. 

en flujo monofásico por Sanders et a/. (1988). 
Las soluciones de estos autores han sido adaptadas 
por Warrick y Parkin (1995) al caso de drenaje unidi- 
mensional en una columna semi-infinita, y a la situa- 
ción del flujo del agua en una columna finita por Hills y 
Warrick (1993). 

De la transformación de Hopf y Cole (ecuación 
se deduce: 

La ecuación es satisfecha por la ecuación lineal 
del calor: 

Las condiciones que sujetan a la ecuación se 
deducen de la propia transformación de Hopf y Cole. 
La condición en la frontera se transforma en 
una condición de radiación: 

y la condición inicial (8, = O) en: 

La solución del sistema (ecuaciones a 22) se ob- 
tiene con la aplicación de la transformada de Laplace 
(Carslaw y Jaeger, es decir: 

r r 

Para obtener la solución la ecuación 
junto con su derivada, 

r 

deben ser introducidas en la transformación de Hopf y 
Cole (ecuación 15). 

La lámina infiltrada se obtiene de las ecuaciones 
y 15: 

La introducción de las ecuaciones a en la 
ecuación después de una simplificación, conduce a: 



La introducción de la ecuación en la ecuación 
permite obtener la solución para la evolución en el 

tiempo de la lámina infiltrada: 

y a partir de ésta, el flujo en la superficie del suelo, co- 
nocido también como flujo de infiltración o velocidad 
de infiltración : 

J 

De la solución (ecuación 26) se deduce la solución 
para el suelo lineal (ecuación IO), cuando O, y la 
solución de Knight (ecuación cuando 

El comportamiento de la solución en los tiempos 
cortos es el siguiente: 

r 

donde S, = S (la sorbilidad) y 

L 

Para el suelo lineal = O) = y para 
el suelo de Knight = = 

El comportamiento en el infinito se deduce del 
límite: 

r 

donde representa la ordenada en el origen. Para el 
suelo lineal = y para el suelo de Knight a: 

= In 
La ilustración muestra la evolución de la lámina in- 

filtrada proporcionada por la ecuación en función 
del tiempo para diferentes valores del parámetro y en 
el cuadro se presentan algunos valores numéricos 
correspondientes. 



de la ecuación Fokker-Planck cuando la difusividad se 
asimila a una densidad de Dirac y es óptima en una 
amplia gama de suelos. La deducción de la solución 
se obtiene cuando se asume una relación entre la con- 
ductividad y la difusividad de la siguiente manera 
(Parlange et a/., 1982; Fuentes et al., 1990): 

Aplicaciones 

La solución analítica ha sido deducida a partir de carac- 
terísticas hidrodinámicas específicas, la difusividad 
asumida constante y la conductividad tomada como 
una interpolación entre una función lineal y una cua- 
drática de la humedad. Sin embargo, la solución puede 
ser utilizada como una solución Óptima, en el entendido 
de que ésta satisfaga de manera exacta la propiedad 
integral del fenómeno de la infiltración, es decir, la evolu- 
ción en el tiempo de la lámina infiltrada, 

La función se deduce de las ecuaciones y 
a saber: 

Se debe notar que esta relación contiene como 
caso particular las características hidrodinámicas utili- 

r zadas para obtener la solución cuasi-lineal. En efecto, 
asumiendo una difusividad constante se deduce pre- 
cisamente la conductividad proporcionada por la 
ecuación en escritura adimensional. Puesto que la 
solución óptima es una solución que conserva propie- 
dades integrales, el parámetro puede obtenerse a 
través de la integración de la ecuación en relación 
con la variable definida como el cociente de integrales 
que aparecen en el segundo miembro. La expresión 
que resulta es la siguiente: 

L I I U ‘  

donde se puede observar que en suelos secos: 
Ko K1 

se describe básicamente por tres parámetros: 1) la 
sorbilidad (S), que representa las fuerzas de absorción 
y que controlan la infiltración en los tiempos muy cor- 
tos; 2) el flujo de infiltración permanente que re- 
presenta la fuerza gravitacional que controla la infiltra- 
ción en los tiempos muy largos, y 3) el parámetro el 
cual comienza aparecer en los tiempos cortos, es de- 
cir, a partir del segundo término del desarrollo en serie 
de la solución (ecuaciones y 29). 

La sorbilidad puede ser calculada con alguna de 
las fórmulas clásicas propuestas en la literatura (Crank 
1956; Parlange 1975; Brutsaert, 1976). La estructura 
de estas fórmulas es la siguiente: 

con una difusividad constante y la conductividad defi- 
nida por la ecuación la ecuación se vuelve una 
identidad como se esperaba. 

Las ecuaciones y permiten introducir otras 
características hidrodinámicas para utilizar las ecua- 
ciones y para describir la evolución de la lámina 
infiltrada en función del tiempo. A continuación se ilus- 
tra el procedimiento con la fórmula propuesta por Van 
Genuchten (1980) para la curva característica de hu- 
medad, y con la fórmula propuesta por Brooks y Corey 
(1 964) para la curva de conductividad hidráulica: 

donde y son las presiones correspondientes a 
y respectivamente. 

De acuerdo con Parlange, la función puede ser 

definida por la ecuación Cuando la difusividad se 
asimila a una densidad de Dirac = con y =  la 
aproximación de Crank corresponde a 
y la aproximación de Brutsaert a Se debe notar 
que la aproximación de Crank proporciona de manera 
exacta la ecuación que define el valor de la difu- 
sividad constante. 

El parámetro es análogo al parámetro introducido 
por Parlange et a/. (1 982) para deducir la solución ge- 
neral que tiene como casos particulares las soluciones 
de Green y Ampt (191 1) y de Talsma y Parlange (1972). 
La solución de Parlange et a/. es una solución exacta 

aproximada por = en la cual está r 

donde es el contenido de humedad a saturación; 
es el contenido de humedad residual; Ks es la conduc- 
tividad hidráulica a saturación; es un valor caracte- 
rístico de la presión; m, n y son exponentes empíri- 
cos positivos. 



La difusividad hidráulica se deduce de las ecuacio- cionada por la ecuación está prácticamente con- 
centrada en saturación. Finalmente, el parámetro se 
calcula con la ecuación 

En las ilustraciones y se muestran las grá- 
ficas de la lámina infiltrada, en función del tiempo cal- 
culada con la solución cuasi-lineal (ecuaciones y 
31). Esta función se compara con la solución numérica 
de Zataráin et a/. (1998) de la ecuación de Richards 

Con la finalidad de obtener soluciones cerradas de (1931); es decir, la ecuación con la presión del agua 
los modelos de predicción de la conductividad hidráu- en el suelo como variable dependiente, utilizando las 
lica propuestos por Burdine (1953) y Mualem características hidrodinámicas definidas por las ecua- 
Van Genuchten (1980) impone algunas relaciones en- ciones y con los valores de sus parámetros re- 
tre m y n de la ecuación Después de un análisis portados en el cuadro y sujeta a las condiciones ini- 
exhaustivo del efecto de estas relaciones sobre los pa- cial y de frontera proporcionadas por el cuadro En 
rámetros integrales del fenómeno de la infiltración, los tiempos cortos no existe diferencia significativa en- 
Fuentes et a/. (1990) proponen utilizar la relación tre las soluciones, las discrepancias son más impor- 
m = impuesta en el modelo de Burdine. tantes en los tiempos largos, sobre todo en el suelo 

En el cuadro se presentan los valores de los pa- arenoso. Lo anterior era de esperarse, ya que en estos 
rámetros de las características hidrodinámicas de tres suelos, la difusividad hidráulica dista mucho de poder 
suelos contrastantes: a) una arena de Tezoyuca, More- representarse por un valor constante, sobre todo el 
los, b) un franco de Montecillo, Estado de México, y c) 
una arcilla del Valle del Carrizo, Sinaloa. El primero fue 
caracterizado en una muestra alterada en laboratorio y 
los dos restantes, en condiciones de campo. El méto- 
do de caracterización utilizado es el propuesto por 
Fuentes 992) y que está basado en la curva granulo- 
métrica y en una prueba de infiltración. Se ha utilizado 
la relación entre m y propuesta por Fuentes et a/. 
(2001): = + donde d es una función de 
la porosidad total del suelo definida implícitamente 
por + = I .  

En el cuadro se presentan los valores utilizados 
para ilustrar la solución cuasi-lineal de la infiltración 
definida por las ecuaciones y en los tres suelos 
contrastantes. El contenido de humedad en la superfi- 
cie del suelo fue igual al contenido de humedad a 
saturación y éste, a su vez, igual al valor de la po- 
rosidad total del suelo El contenido de humedad 
inicial se tomó igual al valor experimental medido 
durante la caracterización hidrodinámica de los sue- 
los. La sorbilidad es estimada con la ecuación 
utilizando = debido a que la difusividad propor- 

nes y a saber: 



rango de humedad. Sin embargo, la solución cuasi-Ii- la solución cuasi-lineal puede utilizarse en suelos don- 
neal puede ser utilizada para describir la lámina infil- de la hipótesis aceptada sobre la difusividad y conduc- 
trada en función del tiempo en casos de interés prác- tividad hidráulicas para su deducción no es satisfecha. 
tico, como el riego en melgas. 

Recibido: 18/03/2001 
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Abstract 

Fuentes, C., J. Y. Parlange, R. Haverkamp M. Vauclin, "The Quasi-Linear Solution of Vertical Infiltration", 
Hydraulic Engineering in Mexico (in Spanish), vol. XVI, num. pages October-December, 

The exact solution of the one-dimensional vertical infiltration equation is deducted, when the hydraulic 
difusivity is considered constant and the hydraulic conductivity is a combination of both a linear and quadrat- 
ic functions of the soil water content. This quasi-linear solution includes as particular cases, both the classi- 
cal solution known as "linear soil" and the Knight solution. The cumulative infiltrated water as a function of 
time provided by the quasi-linear solution has been compared with the cumulative infiltrated water obtained 
from the numerical solution of the Richards equation on three different soils of contrasting hydrodinamic 
properties. The good agreement between the two solutions has shown that the quasi-linear solution can be 
used on soils where the accepted hypothesis, on hydraulic diffusivity and hydraulic conductivity, for its 
deduction is not satisfied. 

Key words: Burgers' equation, optimal quasi-lineal solution. 
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