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Una solucion de elemento finito para la transferencia
de agua en un sistema de drenaje agricola subterraneo
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Universidad Nacional Auténoma de Méxfco
Michel Vauclin

Laboratorio de Estudio de las Transferencias en Hidrologia y Medio Ambiente, Francia

Se ha desarrollado una solucién de elemento finito de la ecuacion bidimensional de Richards
para describir el movimiento del agua en un sistema de drenaje agricola subterrdneo. La solu-
cion de elemento finito ha sido parcialmente validada con una solucion analitica exacta de la
ecuacion de Richards para una columna semi-infinita de suelo sujeta a una condicién de flujo
constante sobre la superficie del suelo, la cual describe la evolucion temporal del perfil de hu-
medad sobre el dren mientras la posicién del frente de humedecimiento sea menor que la pro-
fundidad del dren. La comparacion de los perfiles de humedad en un suelo arenoso y otro arci-
lloso ha permitido seleccionar un solo paso de tiempo numérico para aproximar la solucién
exacta en ambos suelos con un error relativo méximo menor de 0.25%. La solucién de elemen-
to finito ha sido aplicada para describir el funcionamiento hidrédulico de un sistema de drenaje
instalado en una parcela agricola de un distrito de riego ubicado en la zona semiarida del no-
roeste de México, aceptando la presencia de una superficie de filtracion en el dren. El suelo de
textura esencialmente arcillosa ha sido caracterizado desde el punto de vista hidrodindmico a
partir de su curva granulométrica y su porosidad, y a partir de una prueba de drenaje en la par-
cela. La conductividad hidrdulica a saturacion y un valor caracteristico de la presion se estima-
ron a fin de minimizar los errores entre el hidrograma proporcionado por la solucion y el hidro-
grama observado experimentalmente. El hidrograma tedrico proporcionado por la solucién de
elemento finito describe las caracteristicas matemadticas, como la presencia de un punto méxi-
mo, del hidrograma experimental. Las fases de crecimiento y recesion del hidrograma son
igualmente bien descritos por la solucién. Esto valida el tratamiento de la condicién de frontera
en el dren como una superficie de filtracidn. En consecuencia, la solucién propuesta puede ser
utilizada tanto para la identificacion de pardmetros del suelo a partir de pruebas de drenaje
como para la descripcion del funcionamiento hidrdulico de un sistema de drenaje.

Palabras clave: condicion de frontera de superficie de filtracién en el dren, caracterizacion hi-
drodinamica del suelo, drenaje agricola en zonas éaridas. -

Introduccion

En diversos trabajos reportados en la literatura se ha
modelado la transferencia de agua en un sistema de
drenaje agricola subterraneo utilizando la ecuacién de
Richards bidimensional, los cuales se diferencian entre

s{ dependiendo de la manera en que se considere la
forma geométrica del dren y la condicién de frontera
gue sujeta la ecuacion en el mismo. Zaradny y Feddes
(1979) modelan la transferencia de agua hacia un dren
de forma circular, iratando la condicion de frontera
como una superficie de filtracion, sin embargo los re-
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sultados de la aplicacion del modelo no son compara-
dos con datos de campo. Garcia et al. (1994) combi-
nan las ecuaciones de Boussinesq bidimensional para
la zona de flujo en saturacion con la ecuacion de Ri-
chards unidimensional para la zona en flujo no satura-
do, considerando el dren como un punto en el dominio
de solucién y sujetando la ecuacién a una condicién
tipo Dirichlet en el dren, sin realizar comparaciones
con datos de campo. Fipps y Skaags (1986) sujetan la
ecuacion a una condicion tipo Dirichlet y apuntan que
los hidrogramas de drenaje son similares cuando el
dren se representa como un punto'y como una circun-
ferencia en una malla de elementos finitos suficiente-
mente fina en la vecindad de ambos, en un rango li-
mitado del tamafio de los drenes. En los trabajos de
Zaradny y Feddes (1979), y Fipps y Skaags (1986) se
utiliza el método del elemento finito para resolver nu-
meéricamente la ecuacion de Richards, pero no se ha
tenido en cuenta la condicion de uniformidad (Mori,
1983) en cuante a la forma de los elementos triangu-
lares, si bien es significativamente mas acertada la dis-
cretizacion efectuada en el segundo de los trabajos
citados.

El objetivo del presente trabajo es la modelacion
del funcionamiento hidraulico de un sistema de drena-
je agricola instalado en un distrito de riego de la zona
semiarida del noroeste de México, que tiene como
fuente de recarga la aplicacion de riego por gravedad.
La ecuacion diferencial de Richards en su forma bidi-
mensional se resuelve numéricamente con el método
del elemento finito, respetando la condicion de unifor-
midad en la discretizacion del espacio al utilizar ele-
mentos triangulares (Mori, 1983). Los resultados del
esquema numérico se comparan con los resultados
proporcionados por una solucién analitica unidimen-
sional aplicable en la seccién localizada sobre el dren.
Finalmente, el modelo se evalla con un hidrograma de
drenaje experimental.

Materiales y métodos
Ecuacion de Richards

La ecuacién de Richards (1931) resulta de la combina-
cion de la ecuacién de continuidad con el campo de
velocidades calculado conforme a la ley de Darcy:

_dKkay

C(w)%—“lf:V-[K(w)Vw] (1)

donde y es el potencial de presion del agua en el sue-
lo, expresado como la altura de una columna equiva-
lente de agua (L) (positivo en la zona saturada y nega-

tivo en la zona no saturada del suelo); C(y) =db/dyr es
denominada la capacidad especifica de humedad del
suelo; 8 = 8 (y) es el volumen de agua por unidad de
volumen de suelo o contenido volumétrico de agua
(L3 y es una funcién de y conocida como curva ca-
racteristica de humedad o curva de retencion del
agua; K = K(y) es la conductividad hidraulica (LT
gue en un suelo parcialmente saturado es una funcion
del potencial de presién; el potencial gravitacional es
asimilado a la coordenada espacial z, orientada positi-
vamente hacia abajo (L); V = (9/dx, 9/dy, 3/0z) es el
operador gradiente; x, y son las otras dos coordena-
das espaciales (L) y t es el tiempo (7).

El drenaje agricola es un fendmeno tridimensional
(ilustracion 1), por lo cual la descripcion del flujo debe-
ria realizarse teniendo en cuenta la ecuacion de Ri-
chards en tres dimensiones, considerando inclusive
las ecuaciones de Saint-Venant para modelar el flujo a
superficie libre en el dren, sin embargo, dado el es-
fuerzo de computo que esto significa, es conveniente
aceptar la hipotesis de que el fendmeno es basica-
mente bidimensional, es decir, que se efectda en pla-
nos perpendiculares a la direccion del dren (corte AA’
en la ilustracion 1). La ecuacidn que gobierna el pro-
ceso serfa entonces la forma bidimensional de la

ecuacion 1:
dy 0 oy | d oy
Cly) == = —| K(w) == |+ — | K(y) | —=—1 (2)
W) ot ax{ W ax}-az{ (W)[az ]]

La simetria del flujo en un sistema de drenaje hace
posible la definicion del dominio de solucion gue se
muestra en la ilustracion 2.

De acuerdo con el dominio de solucion definido, el
semigasto por unidad de longitud de dren que fluye
por la frontera del dren se calcula como:

Qe = _[Qddg (3)
Q

llustracién 1. Esquema del flujo en un sistema de drenaje.

Linea de saturacion

Superficie del suel
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Hllustracién 2. Dominio de solucidn para la acuacion de
Richards bidimensional. Corte AA en la ilustracién 1.

A x Superficie de suelo B

Yz

F
E Q (frontera en el dren) Pe

Estrato impermeable

Lz

donde g, es el flujo de Darcy calculado en cada punto
sobre la frontera Q. El gasto por unidad de longitud de
dren serd el doble del semigasto evacuado por la fron-
tera Q vy el gasto total, conforme a la hipétesis de que
el flujo se da en planos perpendiculares al desarrollo
del dren, sera proporcionado por el producto de la lon-
gitud de las lineas de drenaje (L) y el gasto por uni-
dad de longitud:

Qr =2C5Lp (4)

el gasto total asi calculado se comparara con el gasto
observado en pruebas de campo.

Condiciones limite

Como condicion inicial se debe especificar la distribu-
cion de las presiones en el espacio:

W= yg(X, 2)

—_

5)

Las condiciones en las fronteras %, ﬁ, DEy FA
son de flujo nulo (tipo Neumann):

-K(w)-aa-“i=o, x=L/2, zeBC, t>0 (6.1)
X

—K(\V)M:o, 0<x<l/2 z=F, t>0 (6.2)
E

0z
—K(W)a—‘y:O, x=0, ZEDET>O (6.3)
ox
—K(w)‘;—“’:o, x=0, zeFA >0 (6.4)
X

En la superficie del suelo (AB) puede imponerse la
condicion de frontera segun el fendmeno que sea ne-

cesario simular; en el caso de un riego, el potencial de
presion es igual al tirante de agua sobre la superficie
del suelo durante el tiempo de contacto promedio (t,):

y=h 0<x<L/2 =z=0 05t (7)

en el caso de lluvia o evaporacion de intensidad cono-
cida, se sujeta la ecuacion a una condicién de frontera
tipo Neumann con flujo igual a dicha intensidad (/):

—K(\y)a(—“{—_—aﬂ, 0<x<l, z=0 1t>0 (8)
0z

La frontera del dren (Q) ha sido considerada como
una superficie de filtracion (Neumann, 1973) haciendo
uso de la ventaja que presenta el método del elemen-
to finito para asignar facilmente una condicion de fron-
tera a cada nudo localizado sobre la semicircunferen-
cia del dren. Inicialmente se considera que no existe
flujo en el dren y se tiene en cuenta una condicién de
frontera tipo Neumann sobre toda la semicircunferen-
cia del mismo, situacidon que es conservada hasta que
la superficie libre alcanza un nudo del dren, momento
en el cual se cambia la condicién tipo Neumann por

una tipo Dirichlet con potencial cero.

Solucion numérica con el método del elemento finito

Se multiplica la ecuacién 2 por una funcion de peso
(v), se integra usando el teorema de Green sobre &l
dominio de solucion (F) limitado por la frontera (R) y se
obtiene la siguiente expresion para la forma débil de la
ecuacion de Richards bidimensicnal:

j con)2yvan + j K(w){%‘*i-g-‘iﬁ—"’ﬂ} dR
5 ot 5 Z 0z 0x 0X ()
=j/<(\y)9—"-d/?+qudr

5 0z

r

donde se ha denotado como T a la fraccion de R suje-
ta a condicién de Neumann con flujo prescrito g.

Se propone la solucion de la ecuaciéon 2 como una
combinacion lineal de funciones de base (¢) escrita por
separado para los nudos interiores (n1) y para los de
frontera sujetos a una condicién esencial (tipo Dirichlet
no homogénea):

n+yv

va(x 2z =Y a0 (x2)+ > bitle,(xz)  (10)

j=1 j=n+1

b,(t) es el valor del potencial que se impone en los nu-

dos de frontera sujetos a condicién de Dirichlet y su
valor puede cambiar en el tiempo.
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Se sustituye en la forma débil (ecuacién 9) tenien-
do en cuenta lo siguiente: a) se consideran las funcio-
nes de peso (V) iguales a las funciones de base (o),
correspondientes a los nudos interiores; b) se asume
una variacion lineal de las caracteristicas hidrodinami-
cas sobre cada elemento, expresandola mediante las
funciones de forma: C = 9,C,y K = ¢,K,, c), se utiliza
un sistema de masa concentrado con la finalidad de
obtener una matriz diagonal (Mori, 1983).

Se obtiene el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias:

Mg-a-+Ka B+Q+Lb+F (1)

at

Utilizando funciones de base lineales, que se defi-
nen en relacion con la funcién delta de Kronecker apli-
cada a cada nudo en particular, las matrices del sis-
tema (ecuacion 11) se calculan como sigue:

-3 [eampar|-Yo 2 (2.1)
e

I=1LR

0 2 29,
K= | [ Ko, [a@, agpk a(p’—agp—"}dl?
= X ox oz oz (12.2)
= Eﬁ(m/‘mk +PPy)
~ 44
= (Ko, 2% grT K
B, —‘l:Kg(pg - dﬁ—g P (12.3)
(12.4)

Qk :JQ5de= Z%L
r e

donde se ha denotado a las funciones de masa con-
centrada como ¢y se definen como funciones unitarias
en la regidn baricéntrica correspondiente a un nudo
especifico, y cero en el resto del dominio; A es el area
del elemento; K, la conductividad en el elemento, toma-
da como el promedio aritmético de las conductivida-
des en los tres nudos del elemento (como consecuen-
cia de la forma adoptada para las funciones de base);
C; es la capacidad especifica correspondiente al nudo
Ji L;es lalongitud de frontera asociada con cada nudo
bajo condicién de Neumann; m y p son factores
geométricos definidos segtn las funciones de forma
m;= z;- Z, P;= X;- X, Los subindices i, j, k, que corres-
ponden alas esqumas del elemento triangular, corren
sobre sus tres posibles permutaciones secuenciales.

La matriz de rigidez (L) y el término convectivo (F,)
relativos a la frontera se calculan de la misma forma
que para los nudos interiores, pero considerando las
propiedades geométricas y caracteristicas hidrodina-
micas de los de frontera.

La integracién del sistema {ecuacion 11) en el tiem-
po se realiza utilizando diferencias finitas. Se tienen en
cuenta las siguientes aproximaciones:

da k+o 2k _ gk
dt) At

ak+m = mak“

(13.1)

+(1-w)a (13.2)
donde ky At representan el nivel y el paso de tiempo,
respectivamente, y o es un factor de ponderacion en
el tiempo.

Se sustituyen las ecuaciones 13 en la ecuacion 11
y se logra el siguiente esquema numérico para la
ecuacion de Richards bidimensional:

I:MkHD +ka+m]ak+1 =[Mk+m —(1—-(1))Kk+m ak
At

At
+ Bk+m+ok+m _Lk+(x)b+Fk+m (14)

el factor de ponderacion o =1/2 permite obtener una
aproximacion de segundo orden para la derivada
temporal.

Los flujos en los nudos de frontera son necesarios
para estimar el gasto por unidad de longitud de dren, asi
como para definir adecuadamente la condicion de fil-
tracion. El flujo.en la frontera para una iteracion (m + 1),
se obtiene usando la solucidn de elemento finito para
esa iteracion y la anterior (m). Se despeja el vector de
flujos del esquema dado por la ecuacion 14 y se eva-
la para los nudos localizados sobre el dren:

O=|:Mm+m +(0Km+m:|am+1 I:Mkﬂn —(1 )Km+m]am
At

At
— BTTe 4 MR Tt (15)

Validacion del esquema numérico

La dificultad de establecer un criterio general de con-
vergencia y estabilidad para la ecuacion de Richards
bidimensional hace necesario validar el modelo desa-
rrollado, comparando los resultados obtenidos median-
te su aplicacion y aguellos proporcionados por una so-
lucién analitica.
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La simetria del sistema de drenaje seleccionado per-
mite inferir que el flujo horizontal en la seccién sobre el
dren y en la seccién ubicada entre los drenes es nulo
y en consecuencia, el movimiento del agua en estas
secciones es unidimensional vertical para todo tiempo.
Por tanto, la solucién numérica sobre el dren puede ser
validada con una solucion analitica para una columna
de suelo.

Existen soluciones exactas para una columna semi-
infinita de suelo sujeta a una condicion de flujo cons-
tante en la superficie de la misma. Puesto que en el
problema estudiado se trata de una columna finita, la
validacion solamente puede realizarse hasta antes de
gue el frente de humedecimiento alcance al dren. Las
soluciones exactas se han construido para las caracte-
risticas hidrodinamicas propuestas por Fujita (1952) y
Parlange et al. (1982).

La forma para la difusividad hidraulica propuesta
por Fujita (1952) es:

D(@):(Kskc ][ 1"“2} (16)
8, -6, )| (1-00)

donde O representa el grado de saturacion:

- (17)

8, es el contenido volumétrico de agua residual; 8, el
contenido volumétrico de agua a saturacion; K., la
conductividad hidraulica a saturacién; A,, la escala de
Bouwer (1964), y a es un pardmetro de forma (O<o<1).

De la relacion entre la difusividad y conductividad
hidraulicas propuesta por Parlange et al. (1982) se de-
duce (Fuentes et al., 1992):

Ol1-B+(B— )] (18)
1-0®

K@©)=K,

donde B es un parametro adimensional (0<p<1).

La curva caracteristica de humedad o curva de re-
tencion resulta de la definicion D(8) = K(0)dy/de, es
decir:

W=\Vc{gln{1_a® }+ Poo P—BHB_Q)@H (19)
B LO-w®) B(1-P) (1-a)e

donde vy, = —A_.

Para las caracteristicas de Fujita y Parlange, con el
caso particular de o variable y B = 1, se han desarrolla-
do soluciones analiticas exactas en una columna semi-
infinita de suelo sujeta a una condicién de flujo cons-
tante en la superficie del suelo y a un contenido de

U, =

agua inicial constante. En flujo bifasico, la solucién es
presentada por Rogers et al. (1983), y en flujo monofa-
sico por Sanders et al. (1988). La solucién del Gltimo
trabajo ha sido adaptada por Warrick y Parkin (1995)
para el caso del drenaje en una columna semi-infinita
de suelo y para el flujo del agua en una columna finita
por Hills y Warrick (1993). La solucién para el caso ge-
neral de o y B variables es presentada por Fuentes
(1992).

) = u(C,t.) 20
oGt T—o+ou(,t) (20)
)2 eQ=(1=p)
nE.t) 2 ‘ o
B Vi-a [auf(l;,t.)+auc(§,t.)
Blu; G t)+u (Gl aC ag |

z.(t)= 1 [[1-—oc+oc—————a0_(1_m]q
J

Ji-a

+E|n{_ exp(it) } 2
B luGt)+uc(Gt)
siendo:
—exp (-AL+ A%t Jerfe ———-7»\/‘
24t

(23)

+k\/—

+ ; exp(AL+ A2t erfc

- _ __2
1 j exp[A(z;)][exp[—QZtQ_] { €+C) H T (24)
. 3

2Nt
h=— 1 J(-BY + 22B(1-0) - ali-P)O+(QP  (25)
21—
c — —
A= QG- [(1-B+2Bw,@)dT|  (20)
291—o o

en donde las variables adimensionales estan definidas
por:

22 K (27)

A 0, -0, A

c .
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E! célculo de la funcién A({) requiere del cono-
cimiento de la condicion inicial. Por simplicidad se
- escogera un contenido de agua constante en todo &l
perfil (6). El valor correspondiente u; se calcula
utilizando la ecuacion 20. La funcion resultante

AL) =[0Q~(1-B+2Bu,)]C/ 2V 1-a permite obtener de

la ecuacion 24 la solucion para u, de manera cerrada.

La solucién analitica para el perfil de humedad
6(z,1) es paramétrica, es decir de la forma 8(,1) = 6,
+(8,—-0)0[0, Kt/ A (8,—0)]y Z= A z[C, Kt/ A (B,—8,)],
con £ = 0 como parametro.

La semejanza entre los perfiles de humedad gene-
rados con el esquema numeérico y 10s proporcionados
por la solucion exacta esta influenciada basicamente
por la discretizaciéon del dominic en el espacio vy el
tiempo. Debido al esfuerzo de computo que se requie-
re para realizar verificaciones del comportamiento de
la solucién de elemento finito se ha optado por mante-
ner fija la discretizacién del espacio y modificar la dis-
cretizacion en el tiempo. El paso de tiempo inicial
escogido es Af = 0.050 s, el cual se incrementa gra-
dualmente conforme al nimero de iteraciones que es
necesario realizar dentro de cada paso de tiempo has-
ta alcanzar uno maximo fijado (At ,,). Se han adopta-
do las siguientes reglas: para una tolerancia dada, si €l
esquema converge en un numero menoer o igual a P
iteraciones, el paso de tiempo se incrementa en, por
ejemplo, 5%; si el nimero de iteraciones necesario
para alcanzar la convergencia es mayor que W, donde
W >P, se reduce el paso de tiempo en, por ejemplo, 25
por ciento.

Un detalle de la discretizacion del espacio utilizada
tanto para la validacion del modelo como para la simu-
lacion de la transferencia de agua en un sistema de
drenaje se aprecia en la ilustracion 3. La malla comple-

llustracidn 3. Detalle de la malla de elementos finitos.

o] 2
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ta consta de 41,568 nudos, distribuidos en 81,927 ele-
mentos, y ha sido elaborada respetando la condicion
de uniformidad (Mori, 1983) con el programa Argus
One. Los pasos de espacio minimos escogidos son
AXpn = 0.04 cm, y Az, = 0.04 cm, y los méximos son
AXqa = 160 cmy Az ., = 10.0 cm. Se ha utilizado el
método del gradiente conjugado precondicionado
(Noor et al., 1987) con almacenamiento libre de ceros
para resolver el sistema de ecuaciones algebraicas
que resulta de la aplicacion del método del elemento
finito.

La validacion del modelo es realizada en una arci-
lla clara de Yolo, Estados Unidos, y una arena del ric
Isére, Francia, cuyos valores de los parametros de Fu-
jita y Parlange son reportados por Fuentes et al. (1992)
y se muestran en el cuadro 1.

En el cuadro 2 se presentan los valores del conteni-
do de agua inicial y del flujo de agua en la superficie
del suelo seleccionados para realizar la comparacion
entre los perfiles de humedad calculados con la solu-
cién numeérica vy la solucién analitica en los dos suelos
presentados en el cuadro 1.

La comparacion gréfica entre los perfiles de hume-
dad para los dos pasos de tiempo maximos escogi-
dos, At = 30 y 180 s, se muestra en la ilustracion 4
para la arcilla y en la ilustracion 5 para la arena.

Los errores relativos maximos entre las dos solucio-
nes para los dos pasos de tiempo escogidos son cal-
culados con la expresion:

Cuadro 1. Parametros de las caracteristicas hidrodinamicas de
Fujita-Parlange para dos suelos contrastantes.

el’ es }\‘D KS o B
Suelo (em*em®) (cm¥cm®) (cm) (cm/h)
Arcilla clara 0.2285 0.4950 27.05 0.0443 0.8912 1.0
de Yolo, EEUU
Arena del Isére, 0.0438 0.3120 9.20 15.3700 0.8820 1.0
Francia

Cuadro 2. Error maximo obtenido al comparar las soluciones
analitica y de elemento finito para dos suelos contrastantes.

6y (e Al =30s At =180s
Suelo (cm¥cm® (cm/h)  E, (%) E, .+ (%)
Arcilla clarade  0.2500 0.040 0.210 0.211
Yolo, EEUU
Arena del [seére, 0.1000 4.000 0.172 0.315
Francia

98 ingenierfa hidraulica en méxico/enero-marzo de 2002



Saucedo, H. et al., Una solucién de elemento finito para la transferencia de agua en un sistema de drenaje...

llustracion 4. Comparacidn de la solucidn analitica y la solucion numérica en la arcilla clara de Yolo: a) paso de tiempo maximo

de 30 s, b) paso de tiempo maximo de 180 segundos.

Contenido volumétrico de agua (cm3/cm3)

10 —

15 4

Profundidad (cm)

20

25 —

_ ® Sol. numérica
i — Sol. analitica

30

a)

= Mmax 9nt]m — eexacta %100 (28)

eexacta

E,

max

Los errores presentados en el cuadro 2, para los dos
pasos de tiempo mencionados, muestran que el error
en la arcilla no es significativo, mientras que el error en
la arena es de aproximadamente el doble. Si se desea
aceptar un error menor de 0.25% en ambos suelos,
se puede escoger como paso de tiempo maximo:
Al = 30 segundos.

Aplicaciones

La solucién de elemento finito de la ecuacion de Ri-
chards bidimensional presentada se utiliza para des-
cribir el funcionamiento hidraulico de un sistema de
drenaje agricola subterraneo instalado en una parcela
del Centro Nacional de Tecnologia de Riego y Drenaje
(Cenatryd) ubicado en el Distritc de Riego 076 Valle
del Carrizo, Sinaloa. El suelo es de textura arcillosa.

Contenido volumétrico de agua (cm3/cm3)

10 —

15

Profundidad (cm)

20 —

25 —

" ® Sol. numérica
- -—— Sol. analitica

30

b)

El sistema de drenaje subterraneo consiste de li-
neas paralelas de tubos de drenaje de cloruro de po-
livinilo (PVC) ranurado de 7.62 cm de diametro. Las
lineas se encuentran enterradas a una profundidad
media de 1.5 m, con una longitud de 235 m y separa-
das entre si cada 50 m; tienen una pendiente longitu-
dinal de 0.001 y descargan en un dren colector a cielo
abierto. En el perfil del suelo se encuentra un estrato
ubicado aproximadamente a 3.5 metros de profundi-
dad, el cual puede considerarse como practicamente
impermeable.

En la parcela se realizé un experimento de riego por
gravedad. El perfil de humedad medido antes de la
prueba de riego (mostrado en la ilustracion 6) indica la
presencia de un manto freético a 1.55 m de profundi-
dad, es decir, aproximadamente en la posicion de las
lineas de drenaje.

El tiempo de contacto medio del agua con el suelo
durante la prueba de riego fue de 2 h. En la ilustracién
8 se muestra el hidrograma de salida observado en
una linea de drenaje.
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llustracién 5. Comparacion de la solucién analitica y la solucidn numérica en la arena del rio Isére: a) paso de tiempo méaximo

de 30 s, b) paso de tiempo maximo de 180 segundos.

Contenido volumétrico de agua (cm3/cm3)
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90
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Para la descripcion del funcionamiento hidraulico
del sistema de drenaje durante y después de la prue-
ba de riego con la solucién de elemento finito es nece-
saria la caracterizacién hidrodinamica de! suelo. Como
sefalan Fuentes et al. (1992), la combinacién de las
caracteristicas hidrodinamicas de Fujita y Parlange es
conveniente en estudios tedricos como la construccion
de soluciones analiticas exactas; en estudios experi-

mentales puede ser mas conveniente utilizar la combi--
nacién de la curva de retencion propuesta por Van

Genuchten (1980), con la restriccién de Burdine
(1953), con la curva de conductividad hidraulica pro-
puesta por Brooks y Corey (1964), debido a que satis-
facen las propiedades integrales de la infiltracion y a la
facilidad para la identificacion de sus parametros.

La curva de retencién propuesta por Van Genuch-
ten (1980) se escribe como:

ow)-6, _|.,. iJ (29)

Contenido volumétrico de agua (cm3/cm3)

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

T SO0 00 HEP S NN T NN TN N A OO SO0 O N NN I N | I

Profundidad (cm)
E-Y
[4)]
|

60
75 —
: ® Sol. numérica
i — Sol. analitica
90

b)

donde w, es un valor caracteristico de la presion del
agua, m y n son dos parametros de forma empiri-
cos relacionados por la restriccién de Burdine (1953):

'm=1-2/n,con0<m<iyn>2

La conductividad hidraulica propuesta por Brooks y
Corey (1964) se representa como:

n
K(6) = KS[ -8 j (30)

es - er
donde m es un parametro de forma empirico y positivo.
Las caracteristicas hidrodinamicas presentan seis
parametros desconocidos, a saber: {8,, 8, w4, K, m, n}.
El contenido volumétrico de agua residual puede ser
asumido igual a cero de acuerdo con Fuentes et al.
(1992): 8, = 0 cm®cm®. El contenido volumétrico de
agua a saturacion puede ser asimilado a la porosidad
total del suelo (¢) si se asume que no queda aire atra-
pado en el suelo saturado en la arcilla valle del Carrizo
o = 0.5 cm®/cm?® y en consecuencia 6, = 0.5 cm%cm®.
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llustracién 6. Contenido volumétrico de agua inicial observado
en campo.
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El paréametro de forma m puede estimarse a partir de
la curva granulométrica y de la porosidad total, de
acuerdo con un procedimiento sugerido por Fuentes
(1992).

La curva granulométrica experimental se ajusta con
una funcion similar a la presentada en la ecuacion 29:

N
F(D)= 1+[99-] (31)

donde F(D} es la frecuencia acumulada basada en el
peso de las particulas cuyos tamafios son inferiores o
iguales a D; D, es un tamafio caracteristico de las par-
ticulas. My N son dos parametros de forma empiricos,
y por congruencia; M= 1-2/N,con0 <M< 1y N> 2
El buen ajuste de la curva granulométrica por la ecua-
cion 31, Af = 0.9922, en la arcilla del valle del Carrizo
se muestra en la ilustracién 7 con: O, = 105 um y
M= 0.0715.

llustracion 7. La curva granulométrica de la arcilla del valle del
Carrizo ajustada con la ecuacién 31.
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Haciendo A = mny p = MN el parametro de forma
m puede ser relacionado con M a través de la férmula
(Fuentes, 1992):

2d -1
2(1-d)

1+ (32)

n

3
A

donde d es el cociente de la dimensién fractal del sue-
lo y la dimensién del espacio de Euclides (d = D/3) de-
finido implicitamente en funcién de la porosidad total
del suelo por (Fuentes et al., 2001):

(1= ) + 9% =1 (33)
Con la porosidad ¢ = 0.5 cm®cm® se obtiene:
d=Iog|i(1+\/_5-)/2j|/log(2)z0‘6942. En la arcilla del

valle del Carrizo @ = MN = 0.1540 y por la tanto
A = mn = 0.0940, de donde m = 0.0450.

En la ecuacion de Brooks y Corey el pardmetron se
puede estimar con |a relacion propuesta por Fuentes
et al. (2001) n = 2d(2/A + 1). Con los valores prece-
dentes se obtiene para la arcilla del valle del Carrizo:
n = 30.87.

Los dos parametros restantes {y, K} pueden esti-
marse a partir de fendmenos transitorios del flujo del
agua en el suelo. Fuentes (1992) lo hace utilizando
pruebas de infiltracién realizadas con doble cilindro, a
fin de reproducir con la ecuacién de Richards las ob-
servaciones experimentales sobre la lamina infiltrada
acumulada en el transcurso del tiempo. En la arcilla del
valle del Carrizo los parametros se estiman para repro-
ducir el hidrograma de salida ocbservado experimental-
mente en una linea de drenaje.
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La prueba de riego es representada durante 2 h de
tiempo de contacto por una condicién de Dirichlet, es
decir, el potencial de presion del agua en la superficie
del suelo es igual al tirante de agua medio observado
de 4 cm. Después de terminar el riego, el flujo de Dar-
cy en la superficie se toma igual a la evaporacién del
suelo (condicidon de Neumann) estimada por una esta-
cion agrometeorolégica cercana; por simplicidad se
asumié como un promedio ponderado de las observa-
ciones diurnas y nocturnas igual a 2.8 mm/dia. El per-
fil de humedad que se muestra en la ilustracién 6 re-
presenta la condicion inicial en el dominio de solucién.

La suma de los cuadrados de los errores entre el hi-
drograma calculado con la solucién de elemento finito
y el hidrograma de salida observado es minima con los
valores y, = -85 cm y K; = 2 cm/h En la ilustracion 8
se observa la buena concordancia entre los dos hidro-
gramas, /% = 0.9969.

El hidrograma presenta un punto maximo en
t=5.36 h, esto es, aproximadamente 4 h después de

llustracion 8. Comparacion entre el hidrograma calculado
con la solucién de elemento finito y el hidrograma de salida
experimental.
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terminado el riego, con un valor del gasto drenado de
Quax = 0.372 Ips. En la ilustraciéon 9 se muestran las li-
neas equipotenciales, es decir, lineas con igual valor
de H=wy -z, vy la posicion de la superficie libre corres-
pondiente al gasto maximo.

En la ilustracion 10 se muestra un detalle de las |i-
neas equipotenciales y del campo de velocidades en
una vecindad del dren, correspondiente al punto maxi-
mo del hidrograma de salida. Las magnitudes minima
y méaxima del flujo o velocidad de Darcy son, respecti-
vamente g, = 4.73x 108 cm/s y g5, = 6.85 x 107 cm/s.

En las ilustraciones 11, 12 y 13 se muestra la confi-
guracién de las lineas equipotenciales y la posicion de
la superficie libre correspondientes a 1, 5 y 10 dias a
partir del inicio del riego.

No obstante que la validacion de la solucion de ele-
mento finito presentada se realizé de manera parcial,
esto es, cuando los resultados proporcionados por
ésta se compararon con una solucion analitica obteni-
da para una parte del dominio y para un tiempo limita-
do, las ilustraciones gréaficas no muestran oscilaciones
aparentes en las equipotenciales. De este modo la so-
lucidn puede ser aplicada para la descripcion del fun-
cionamiento hidraulico de un sistema de drenaje.

El método para caracterizar el suelo aplicado en
este trabajo permite obtener valores medios represen-
tativos que tienen en cuenta de manera indirecta la
variabilidad espacial de las propiedades hidrodinami-
cas del suelo en el area de influencia de una linea de
drenaje.

Conclusiones

Se ha desarrollado una solucion de elemento finito de
la ecuacion bidimensional de Richards para describir
el movimiento del agua en un sistema de drenaje agrico-
la subterraneo. La solucion de elemento finito ha sido
parcialmente validada con una solucién analitica exac-
ta de la ecuacion de Richards para una columna semi-
infinita de suelo sujeta a una condicién de flujo cons-

llustracion 9. Lineas equipotenciales correspondientes al punto méaximo del hidrograma de salida (f= 5.36 h, Q,;, = 0.372 Ips) y

posicion de la superficie libre.
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llustracién 10. Detalle de las lineas equipotenciales y del
campo de velocidades correspondientes al punto maximo del
hidrograma de salida. Las magnitudes extremas de la velocidad
de Darcy son y g, = 4.73 x 10°® cm/s y q.s, = 6.85 x 107 cm/s.
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tante scbre la superficie del suelo, la cual describe la
evolucion temporal del perfil de humedad sobre el dren
mientras la posicién del frente de humedecimiento sea
menor que la profundidad del dren. La comparacion
de los perfiles de humedad en un suelo arenoso y uno
arcilloso ha permitido seleccionar un solo paso de
tiempo numérico para aproximar la solucién exacta en
ambos suelos con un error relativo méximo menor de
0.25 por ciento.

La solucién de elemento finito ha sido aplicada para
describir el funcionamiento hidraulico de un sistema
de drenaje instalado en una parcela agricola de un dis-
trito de riego ubicado en la zona semiarida del noroes-
te de México, aceptando la presencia de una superfi-
cie de filtracion en el dren. El suelo de textura esen-
cialmente arcillosa ha sido caracterizado desde el
punto de vista hidrodinamico a partir de su curva gra-
nulométrica y su porosidad, y a partir de una prueba
de drenaje en la parcela. La conductividad hidraulica
a saturacion y un valor caracteristico de la presién se
estimaron para minimizar los errores entre el hidrogra-
ma proporcionado por la solucion y el hidrograma ob-
servado experimentalmente.

El hidrograma tedrico dado por la solucién de ele-
mento finito describe las caracteristicas matematicas,

llustracién 11. Lineas equipotenciales y posicién de la superficie libre a un dia a partir del inicio del riego.
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llustracién 12. Lineas equipotenciales y posicidn de la superficie libre a cinco dias a partir del inicio del riego.
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llustracién 13. Lineas equipotenciales y posicion de la superficie libre

a diez dias a partir del inicio del riego.

Distancia horizonta

como la presencia de un puntc méaximo, del hidrogra-
ma experimental. Las fases de crecimiento y recesion
del hidrograma son igualmente bien descritos por la
solucién. Esto valida el tratamiento de la condicién de
frontera en el dren como una superficie de filiracion. En
consecuencia, la solucidon propuesta puede ser utiliza-
da tanto para la identificacion de pardmetros del suelo
a partir de pruebas de drenaje como para la des-
cripcion del funcionamiento hidraulico de un sistema
de drenaje.
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Abstract

Saucedo, H., C. Fuentes, M. Zavala & M. Vauclin, “A Finite Element Solution to the Water Transfer in an Agri-
cultural Subsurface Drainage System”, Hydraulic Engineering in Mexico (in Spanish), vol. XVII, num. 1, pa-
ges 93-105, January-March, 2002,

A finite element solution of the two-dimensional Richards equation is developed to describe the water
movement in an agricultural subsurface drainage system. This solution is partially validated with an exact
analytical solution of the Richards equation for a semi-infinite column of soil with constant flux at the soil sur-
face. The analytical solution describes the time evolution of water content profile while the moisture is less
than the drain depth. The comparison of both numerical and analytical profiles in two soils, sandy and
clayey, has allowed to select one single numerical time step to approach the analytical solution in both soils,
with a maximum relative error less than 0.25%. The finite element solution has been applied to describe the
hydraulic performance of a drainage system installed in a field of an irrigation district located in the semi-
arid northwestern Mexico, taking a seepage-face boundary condition at the pipe drain. The clay textured
soil has been hydrodinamically characterized from its granulometric curve, its porosity and from a drainage
fest on the field. The saturated hydraulic conductivity and a characteristic value of the water pressure have
been estimated so that the error between the numerical hydrogram and the observed hydrogram has been
minimized. The theoretical hydrogram obtained from the finite element solution describes the mathematical
characteristics, like the maximum point, of the experimental hydrogram. The ascending and recession phas-
es of the hydrogram are also well described by the solution. These results validate the treatment of the
boundary condition at the pipe drain as a seepage-face. In consequence, the proposed solution can be
used for both the soil parameter identification from drainage tests, and the hydraulic performance descrip-
tion of a drainage system.

Key words: seepage-face boundary condition at the drain, soil hydrodynamic characterization, arid-zone
agricultural drainage.

Direccidn institucional de los autores:

Heber Saucedo
Carlos Fuentes

Instituto Mexicano de Tecnologla del Agua
Paseo Cuauhnéhuac 8532, Progreso, Jiutepec,
Morelos,

C.P. 62550,

México.

Correos electrénicos: hsaucedo@tlaloc.imta.mx,
cfuentes@tlaloc.imta.mx

Manue! Zavala

Universidad Nacional Auténoma de México
DEPFI, Campus Morelos

Paseo Cuauhnahuac 8532, Progreso, Jiutepec,
Morelos,

C.P. 62550,

México.

Correo electrénico: mzavala73@yahoo.com

Michel Vauclin
Laboratoire d'Etude des Transferts en Hydrologie et Environnement

UMR 5564 (CNRS, INPG, IRD, UJF) BP 53, 38041 Grenoble-Cedex,
France.

ingenieria hidraulica en méxico/enero-marzo de 2002 105


http://mzavala730yahoo.com

	Contenido
	Una solución de elemento finito para la transferencia de agua en un sistema de drenaje agrícola subterráneo


