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Radiacién no lineal en la ecuacién de Richards
bidimensional aplicada al drenaje agricola subterraneo

Manuel Zavala
Carlos Fuentes
Heber Saucedo

Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua

Se presenta una aproximacion mecanicista para modelar el funcionamiento hidraulico de un
sistema de drenaje agricola subterraneo que consiste en acoplar numéricamente la ecuacion de
Richards bidimensional para el flujo de agua en el suelo con la ecuacién de continuidad y una
ley de resistencia para el flujo de agua en el dren. Este acoplamiento se realiza imponiendo en el
perimetro de los drenes la condicion de radiacion no lineal de Zavala et al. (2003). Haciendo uso
de evidencia experimental, se evalta la capacidad de descripcion tanto del modelo basado en la
condicién de radiacién no lineal como del modelo clasico reportado en la literatura que impone
en los drenes una condiciéon de superficie de filtracion. A partir de la comparaciéon con datos
experimentales, se muestra que con la condicion de superficie de filtracion se sobrestima el gasto
de drenaje y el abatimiento de la superficie libre debido a que se considera nula la resistencia
en la interfaz suelo saturado-dren. La validacion experimental permite mostrar que la descripcion
de las transferencias de masa y energia que se desarrollan en un sistema de drenaje agricola
subterraneo durante la recesion del manto freatico debe realizarse imponiendo en los drenes la
condicién de radiacién no lineal.

Palabras clave: ecuacion de continuidad, ley de resistencia, interfaz suelo-dren, flujo de agua

en el suelo.

Introduccion

La rehabilitacion de terrenos agricolas afectados
por mantos freaticos someros puede realizarse con
la construccion de sistemas de drenaje agricola
subterraneo. Estos sistemas remueven los excesos
de agua producto de sobre-riegos y precipitaciones
abundantes, generando en el suelo un régimen de
humedad propicio para el desarrollo de los cultivos.
Dados los beneficios que se obtienen con estos sistemas
de drenaje, es importante estudiar su funcionamiento
hidraulico considerando las siguientes variables:
profundidad, separacion y geometria de los drenes,
asi como la evolucién de la presion en el interior de los
mismos. No obstante que este estudio puede realizarse
con las ecuaciones de Richards (1931) y Saint-Venant,
su aplicacion se ha visto limitada por la incertidumbre

asociada al tipo de la condicién de frontera que debe
imponerse en la circunferencia del dren.

La modelacion del flujo del agua hacia drenes
subterraneos generalmente se realiza considerando
la frontera del dren como una superficie de filtracion
(Neuman, 1973; Zaradny y Feddes, 1979; Merva et al.,
1983; Cooley, 1983; Fipps et al., 1986; Huyakorn et al.,
1986; Ahmad et al., 1993; Kohler et al., 2001; Saucedo
et al., 2002). La condicion de superficie de filtracion
(ilustracion 1) es una combinacién de condiciones tipo
Dirichlet y tipo Neumann que se aplica de la siguiente
manera: sobre el segmento de circunferencia del dren
que esta en contacto con suelo saturado (ab) se impone
una condicién tipo Dirichlet homogénea (presion igual
a la presion atmosférica convencionalmente supuesta
cero) y si existe un segmento del dren en contacto con

suelo no saturado (bc), se le impone una condicion
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tipo Neumann con flujo nulo (gq=0); la longitud de
los segmentos varia en funcion de la posicion de la
superficie libre. La condicién tipo Dirichlet supone que
la resistencia en la interfaz suelo-dren es nula, mientras
que la condicion tipo Neumann de flujo nulo implica que
la resistencia es infinita; sin embargo, la resistencia en
la interfaz varia en funcion de la diferencia de presiones
existente en la vecindad del dren y no como delta de
Dirac; en consecuencia, la condicién de filtracién no
representa con precision la fisica de la transferencia del
agua del suelo al dren.

Recientemente, Zavala et al. (2003) analizaron las
transferencias de masa y energia que se desarrollan en
la base de la columna de suelo que se ubica encima del
dren, imponiendo en esta frontera una condicién tipo
radiacion, en la cual el flujo de drenaje es directamente
proporcional a la diferencia de presiones en la vecindad
del dren e inversamente proporcional a la resistencia
en la interfaz suelo-dren. Los autores analizan con la
ecuacion de Richards unidimensional el comportamiento
del coeficiente de resistencia durante la recesion del
manto freatico y muestran que cuando este coeficiente
se supone constante (radiacion lineal), se tiene que para
un rango de presiones en la base de la columna de suelo
la superficie libre debe ubicarse encima de su posicion
original, lo cual es fisicamente incorrecto. Para resolver
este problema obtienen una relacién tipo funcién beta
para el coeficiente de resistencia, a partir de la cual
establecen que el drenaje de una columna de suelo a
la atmésfera durante la recesion del manto freatico debe
describirse con una condicién de radiacion no lineal.

La condiciéon de radiacion no lineal de Zavala et al.
(2003) se ha aplicado para describir la transferencia
de agua en columnas de suelo inicialmente saturado

llustracion 1. Condiciéon de frontera de superficie de filtracion
para el caso del drenaje agricola subterraneo.

Superficie del suelo

[

Zona no saturada -/

Superficie libre

y=0

Presion nula
Zona saturada

N
4

a
A=

Estrato impermeable

que drenan libremente a la atmodsfera (modelaciones
unidimensionales). Sin embargo, en el drenaje agricola,
la acumulacion del agua en los drenes origina que la
presion en su perimetro interno varie y no corresponda
exclusivamente a la presion atmosférica; ademas, en
un modelo unidimensional no pueden considerarse de
manera explicita la forma geométrica y la disposicion
de los drenes en el suelo. Estas condiciones motivan
los objetivos de este trabajo: 1) desarrollar un modelo
bidimensional para describir las transferencias de masay
energia desarrolladas en los sistemas de drenaje agricola
durante la recesion del manto freatico, que considere la
condicién de radiacién no lineal de Zavala et al. (2003) y
la evolucién de la presion en el interior del dren; 2) evaluar
la capacidad de descripcion del modelo planteado y del
modelo basado en la condicion de superficie de filtracion,
comparando sus resultados con los obtenidos en un
experimento de drenaje realizado en laboratorio.

Planteamiento del problema

El movimiento del agua en un sistema de drenaje
agricola subterraneo es un fendmeno tridimensional,
cuya descripcion debe realizarse estrictamente con la
ecuacion de Richards en tres dimensiones. Sin embargo,
cuando las variaciones de la superficie libre en el sentido
del dren son despreciables, puede aceptarse la hipétesis
de que el fenémeno es basicamente bidimensional,
es decir, que se efectlia en planos perpendiculares a
la direccion de un dren. La ecuacion que gobierna el
proceso es, entonces:

dy 9 | o dy | oK
)2 = 2 k)2 |+ 2 |lw) 22 1

donde y=vy(x, z, t) es el potencial de presidn del agua en
el suelo [L]; (el potencial gravitacional ha sido asimilado
a la coordenada vertical z orientada positivamente en
direccion descendente [L]); x es la coordenada hori-
zontal [L]; t, el tiempo [T]; K(v), la conductividad
hidraulica [LT"]; C(y)=d6(y)/dvy, la capacidad espe-
cifica [L"]; 6=0(y), el contenido volumétrico de agua
[L3L°] y depende de la presion del agua en el suelo,
esta dependencia es conocida como la caracteristica
de humedad o curva de retencion. La ecuacion (1)
puede ser usada para describir el movimiento del agua
en sistemas de drenaje como el que se presenta en la
ilustracion 2.

Para describir el flujo de agua en un sistema de
drenaje, es necesario conocer, ademas de la ecuacion
(1), el estado inicial del medio poroso y definir las
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llustracion 2. Sistema de drenaje experimental.
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} 2L |
x=0 x=2L

condiciones de frontera. Si en el tiempo inicial se tiene
un suelo saturado que no transfiere agua a la atmaésfera,
se puede suponer que la condicion inicial es una
distribucion hidrostatica de presiones, es decir:

y(x, 2)=z2 @)

En sistemas de drenaje similares al mostrado en
la ilustracion 2, se tiene que en las fronteras laterales
(paredes AC y BD) la componente horizontal del flujo
de Darcy es nula. También se usa una condicion de
flujo nulo en la frontera inferior CD para representar al
estrato impermeable. Estas condiciones se expresan de
la siguiente manera:

—K( )a_wzo x=0, ze AC 3)
ox
oy oY)
—Ky)— =0 x=2L, ze BD (4)
ox
—K(y) a(;"_z) =0 xeCD, z=P; ©)
74

En la superficie del suelo se puede imponer una
condicién de flujo prescrito, tal como la intensidad de la
evaporacion (/).

K 22

xe AB, z=0 (6)
0z

ingenieria hidraulica en méxico/octubre-diciembre de 2005

De acuerdo con Zavala et al. (2003), debe describirse
el drenaje de una columna de suelo a la atmosfera
durante la recesion del manto freatico con una condicién
de radiacion no lineal. Para el caso del drenaje agricola
subterraneo, esta condicion de frontera debe expresarse
como:

oAv-2) _y-h
an R/n(\lf)

s o

donde d/dn es la derivada en la direccién normal; Q, la
circunferencia del dren; R,,, el coeficiente de resistencia
al flujo del agua en la interfaz suelo-dren [T']; q,, un
valor particular del flujo del agua en el suelo [LT'];a y
B, parametros adimensionales; P, la altura inicial de la
columna de agua sobre el dren [L], y h es la presién
en el interior del dren [L], que es igual a la presion
atmosférica en el segmento del perimetro interno del
dren en contacto con aire (h=0) y en la fraccion restante,
si se acepta la hipdtesis de una distribucion hidrostéatica
de las presiones, es igual a la altura de la columna de
agua en el interior del dren (h=y,—Az), siendo y, el tirante
medio (ver ilustracion 3).

A partr de los comportamientos extremos del
coeficiente de resistencia (7.1), se muestra que la condicién
de superficie de filtracién reportada en la literatura es un
caso particular de la condicion de radiacion no lineal (7), ya
que cuando R, — <, se obtiene la condicion de Neumann
de flujo nulo —K(y)d(y—z)/on=0 y cuando R, — O, se
obtiene la condicion de Dirichlet yw=h.

-K(v)

con:

llustracion 3. Representacion esquematica del flujo del agua en
un dren.
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La aplicacion de la relacion (7) requiere del
conocimiento de la evolucién espacial y temporal
del tirante medio en el dren y,(y, t). Considerando
que las variaciones en el sentido longitudinal son
despreciables, el tirante puede suponerse constante en
el espacio (uniforme), pero variable en el tiempo y,(t). En
consecuencia, la evolucion del tirante medio se calcula a
partir de la ecuacion de continuidad para flujo uniforme:

Q=VA )

y de una ley de resistencia, la cual relaciona la pendiente
de friccion y las principales variables del movimiento del
agua en un conducto. Por su generalidad, se propone
el uso de la ley potencial de resistencia hidraulica de
Fuentes et al. (2004):

R3 a-1 d
(o) ©

V2

V=k

donde Q es el gasto total que descarga el dren [L3T];
V, la velocidad media del flujo [LT']; A, el &rea hidraulica
[L?]; d, un paréametro adimensional que varfa entre 1/2 <
d < 1 en funcién del tipo de flujo, los valores extremos
d=1/2 y d=1 corresponden, respectivamente, al
régimen de Chézy v al flujo laminar de Poiseuille; k es un
coeficiente adimensional; g, la aceleracién gravitacional
[LT?]; v, la viscosidad cinemética del agua [L?T']; Ry, el
radio hidraulico [L], y J es la pendiente de friccion [LL7],
que en flujo uniforme es igual a la pendiente topografica
del dren J,.

La introduccion de la ley de resistencia (9) en la
ecuacion de continuidad (8) permite establecer la
siguiente relacion entre el tirante medio en el dren y el
gasto que conduce:

Q=K (i)’ (10

V2d4

La relacion (10) contiene dos variables a determinar
(gasto y tirante). Para cerrar el sistema, se plantea una
segunda relacion para el gasto drenado, integrando la
condicion de radiacién no lineal (7):

o b
—h
Q=1 qo[1—i’) [—“’ JdQ (11)
£ Pl P

donde 7 es la longitud del dren.

La igualacion de las relaciones (10) y (11) permite
obtener la siguiente expresion para calcular la evolucion
del tirante medio:

ARZT, v (v=-nY
k() —4!2%(1——] (TJ dQ=0 (12)

v P

El conjunto de ecuaciones (1-12) describe el
funcionamiento hidraulico de un sistema de drenaje
agricola subterraneo, considerando simultaneamente
el flujo del agua en el suelo, el flujo del agua en el dren
y las transferencias desarrolladas en la interfaz suelo-
dren. Para aplicar este modelo mateméatico al andlisis
de sistemas de drenaje experimentales o parcelarios, es
necesario disponer de una solucion del mismo. Como
su solucién analitica no es conocida, es necesario el uso
de métodos numéricos.

Solucion numérica

La solucién numérica de la ecuacién de Richards
bidimensional (1) se realiza integrando en el espacio
esta ecuacion diferencial con el método de los elementos
finitos tipo Galerkin y en el tiempo con un método de
diferencias finitas implicito (Saucedo et al., 2002). La no
linealidad del sistema de ecuaciones resultante se trata
con el método iterativo de Picard, lo cual permite obtener
el siguiente esquema numeérico:

Micw  gw st Mot g v Lp Y R 43
Al tBiar [ Trrar = Al F +Giriar g ar TFrpgar (19)

donde At es el paso de tiempo; w indica el nimero de
iteracion en el intervalo de tiempo; W es la soluciéon de
elemento finito de la ecuacion (1) en cada nodo de
la malla numérica; M, la matriz de masa; B, la matriz
de rigidez; G, el vector de gravedad; Fy, el vector de
términos asociado a los segmentos de frontera sujetos a
una condicién de Neumann (ecuaciones 3-6), y Fy es el
vector de términos asociado a los segmentos de frontera
sujetos a la condicién de radiacion no lineal (7). El uso
de funciones de base lineales (Mori, 1983) y funciones de
masa concentrada (Neuman, 1973) permite obtener los
coeficientes de las matrices y vectores del sistema (13):

A
M,./:és,-,-Zc,-5 (14.1)
e

K
Bj= ) —\uui+vv (14.2)
i §4A(/ Y r)
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K
Gj= ZEV/‘ (14.3)
e
aly;
Fy = Tj (14.4)

e

o B
. Y. —h. | Lg;
FI ST A (145)

P 2

FH/=—Z% -
e /

]

donde §, es la delta de Kronecker; A, el érea del elemento
finito; K, la conductividad en el elemento tomada como
el promedio aritmético de las conductividades en los
tres nudos del elemento; C, la capacidad especifica
correspondiente al nudo j; u 'y v son factores geométricos
definidos segun las funciones de forma: u,=z-z,, V;=X—X;
(los subindices /, j, k, que corresponden a las esquinas
del elemento triangular, corren sobre sus tres posibles
permutaciones secuenciales); L, es la longitud de
frontera asociada a cada nudo bajo condicion de
Neumann y g es el flujo de Darcy correspondiente
(ecuaciones 3-6); Ly es la longitud de frontera asociada
a cada nudo bajo condicion de radiacion no lineal; \¥; y
h; son el potencial de presion del agua en el suelo y la
presion en la pared interna del dren en cada nudo sujeto
a la condicion de radiacion no lineal (7), y P; es la altura
inicial de la columna de agua sobre el dren.

Para calcular los coeficientes del vector (14.5) en la
primera iteracién de cada paso de tiempo (w=1), se usan
los valores de h obtenidos en la iteracién final del paso de
tiempo precedente. En seguida se resuelve el sistema de
ecuaciones (13) utilizando el método iterativo de gradiente
conjugado precondicionado de Noor y Peters (1987).

La relacion para el tirante medio en el dren (12)
se resuelve al final de cada iteracion del sistema de
ecuaciones (13) con el método de Newton-Raphson,
considerando el flujo de drenaje calculado con los valores
del potencial de presiéon obtenidos en dicha iteracién. En
consecuencia, la funcién cuya raiz se determina es:

w+1

a- a B
f<Yn>=k%(gJ)d—quo(7—‘—"] (‘“—"7 del (19
Q

y 2d-1 p p

t+At

El area hidraulica y el radio hidraulico del dren
se calculan con las férmulas clasicas de conductos
circulares (Chow, 1982).

Una vez determinados los nuevos valores de h, éstos
son utilizados para recalcular los valores del potencial
de presion v, repitiéndose el proceso de solucion del
sistema (13-15) hasta alcanzar el grado de convergencia
que se fije.

La no linealidad de las caracteristicas hidrodinamicas
del suelo, curva de retencion de humedad 6(y) y curva
de conductividad hidraulica K(8) ha originado que no
se disponga de un criterio general de convergencia y
estabilidad para la ecuacion de Richards (1). Por ello,
la seleccion del paso de tiempo y espacio, asi como la
convergencia de la solucion numérica (13-15) se realiza
de la siguiente manera:

e Se eligen una discretizacion espacial y un paso de
tiempo inicial. En el transcurso de la simulacion, la
discretizaciéon espacial se mantiene fija y el paso de
tiempo At se incrementa gradualmente conforme
al nimero de iteraciones que es necesario realizar
en cada paso de tiempo hasta alcanzar un maximo
fijado (At,s). El criterio adoptado para variar el
paso de tiempo depende de la convergencia del
sistema (13-15); para una tolerancia dada, si el
esquema converge en un ndmero menor o igual
a W, iteraciones, el paso de tiempo se incrementa
en, por ejemplo, 5%; si el nimero de iteraciones
necesario para alcanzar la convergencia es mayor
que W,, donde W,>W,, se reduce el paso de tiempo
en, por ejemplo, 25%. El esquema numérico (13-15)
se codificé en el lenguaje de programacion Borland
C++5.0.

Aplicaciones

La evaluacion de la capacidad de descripcion del modelo
(1-12) y del modelo basado en la condicion de superficie
de filtracién se realiza considerando el experimento
de drenaje de Zavala (2003) y la solucion numérica
(13-15). La informacion obtenida en el experimento
permite aislar la estimacion de los parametros de la
condicion de radiacién no lineal (7) de la caracterizacion
hidrodinamica del suelo, puesto que esta Ultima se
realiza de forma independiente al evento transitorio
de drenaje considerando el procedimiento sugerido
por Fuentes (1992), que esta basado en la porosidad
del suelo, la curva granulométrica y una prueba de
infiltracion. El experimento consistid en saturar el suelo
de un sistema de drenaje (muestra alterada de suelo de
Tezoyuca, Morelos) e impedir la evacuacion de agua por
los drenes, dejar reposar el sistema durante un periodo
de tiempo para que se estabilizara la presion del agua,
cubrir la superficie del suelo para eliminar la evaporacion

ingenieria hidraulica en méxico/octubre-diciembre de 2005 115
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llustracion 4. Malla de elementos finitos.

0.3myd,=0.05m.

0.25 m; distancia de la superficie del

suelo hasta el estrato impermeable P.=1.45 m; longitud

y diametro del dren de ¢

1.0 m; profundidad del estrato impermeable a

Para modelar el experimento, es indispensable

(i=0 en la ecuacion 6) y destapar los drenes para medir
la evolucion del gasto evacuado. Las caracteristicas del
sistema de drenaje son las siguientes: separacion entre
disponer de relaciones funcionales entre el contenido

entre la conductividad hidraulica K y 6. Siguiendo la

volumétrico de agua 0 y el potencial de presion v, y
recomendacion de Fuentes et al.
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Los resultados de las simulaciones numéricas se
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muestran en las ilustraciones 5, 6 y 7. En la ilustracion

con o

5 se comparan los resultados experimentales con los
obtenidos tanto con la condicion de radiacion no lineal
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Los parametros del suelo de Tezoyuca son (Zavala,

del error cuadrético medio es re.c.m = 0.48 cm. La
evidencia experimental permite mostrar que la condicién

’

ralz
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2003): 6,

3.19.
El dominio de solucion mostrado en la ilustracion 2

41.8cmyn=
se discretiza generando una malla de elementos finitos

Yy=-

de filtracion sobrestima el gasto de drenaje (ilustracion
5) y, en consecuencia, el abatimiento del manto freatico
(ilustracion 6) debido a que esta condicién de frontera

con el paquete comercial Argus ONE 4.0p. La malla

supone que la resistencia en la interfaz suelo saturado-
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llustracion 5. Comparacion de la lamina drenada experimental
con las laminas drenadas calculadas con la radiacion no lineal
(r.e.c.m = 0.48 cm) y con la condicién de superficie de filtracién
(re.c.m =0.95 cm).
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llustracion 6. Evolucion de la superficie libre.
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Distancia X (cm)

—— C. Radiacion no lineal

de agua en el suelo con la ecuacién de continuidad y
una ley de resistencia para el flujo de agua en el dren.
Este acoplamiento se ha realizado imponiendo en
el perimetro de los drenes la condicion de radiacion
no lineal de Zavala et al. (2003). Haciendo uso de
evidencia experimental, se ha evaluado la capacidad de
descripcion tanto del modelo basado en la condicion de
radiacion no lineal como del modelo clasico reportado
en la literatura que impone en los drenes una condicion
de superficie de filtracion. A partir de la comparacién con
datos experimentales, se ha mostrado que la condicién

llustracion 7. Evolucion del tirante en el dren descrita con el
sistema (1-12).

Tirante en el drenY,, (cm)

— Tedrico

N

0.0 T T T T T T e T T TR T
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de superficie de filtracién sobrestima el gasto de drenaje
y el abatimiento de la superficie libre debido a que
supone nula la resistencia en la interfaz suelo saturado-
dren. La validacion experimental ha permitido mostrar
que la descripcion de las transferencias de masa y
energia que se desarrollan en un sistema de drenaje
agricola subterraneo durante la recesion del manto
freatico debe realizarse imponiendo en los drenes la
condicion de radiacién no lineal.
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Abstract

ZAVALA, M., FUENTES, C., SAUCEDO, H. Non-linear radiation for bidimensional Richards equation in
subsurface agricultural drainage. Hydraulic engineering in Mexico (in Spanish). Vol. XX, no. 4, October-
December, 2005, pp. 111-119.

A mechanistic approach is presented to simulate the hydraulic operation of a subsurface agricultural drainage
system that consists in numerically coupling the bidimensional Richards equation for the water flow in the
soil with the continuity equation and a resistance law for the water flow in the drain. This coupling is made by
imposing a non-linear radiation condition on the drain perimeter (Zavala et al., 2003). By using experimental
data, the description capacity of both the non-linear radiation condition and the classical approximation
reported in the literature as seepage-face condition is evaluated. By comparison with experimental information,
it is shown that the seepage-face condition overestimates drainage flow and the recession of the water table,
due to the fact that it assumes a null resistance in the saturated soil-drain interface. The experimental validation
allows to conclude that the description of mass and energy transferences in an agricultural subsurface
drainage system during the recession of the water table must be made by imposing the non-linear radiation
condition in the circumference of the drain.

Keywords: continuity equation, resistance law, soil-drain interface, water flow in the soil.
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