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Las ecuaciones de continuidad y cantidad
de movimiento en la hidraulica

Francisco Javier Aparicio Mijares?

Instituto Mexicano de Tecnologia del Agua, CNA

Moisés Berezowsky Verduzco

Instituto de Ingenieria, UNAM

Se presenta una derivacién de las ecuaciones integrales y diferenciales de continuidad y
cantidad de movimiento en una, dos y tres dimensiones, basada en un Unico principio
general de conservacién. Esta derivacién trata de evitar las confusiones que suelen
ocurrir en cursos y textos de hidrdulica acerca del origen e identidad de las ecuaciones
gue se manejan en casos particulares. Durante la derivacién se identifican con claridad
las hipdtesis simplificatorias necesarias que llevan a las ecuaciones usuales y, en
consecuencia, se pone en relieve su aplicabilidad a los problemas précticos.

En los cursos y textos de hidraulica, tanto en
el nivel de licenciatura como en el de posgrado,
se suelen presentar las ecuaciones fundamentales
del movimiento de los fluidos y, en particular, del
agua, de forma que se llegue lo mas rapidamente
posible a la ecuacidn tal como se usara después
en ese curso o texto en particular. Esta manera de
proceder lleva implicito el riesgo de que el alumno
o lector no comprenda —porgue no le es posible-
las hipétesis simplificadoras que fueron necesarias
para plantear la ecuacidn que se le sefala, lo que
a su vez puede provocar la aplicacién incorrecta
de la ecuacion en un contexto diferente al de su
deduccién. Esto sucede con mucha frecuencia.
Incluso, como cada curso y cada texto presentan
sus ecuaciones en la forma que mas les conviene,
la confusidon puede llegar al extremo de creer que
existen varias ecuaciones de continuidad, cuando
en realidad no son mas que diferentes versiones
de una misma ley natural. De hecho, como se
trata de mostrar en este trabajo, muchas de las
leyes naturales estudiadas en la hidraulica y otras
disciplinas pueden deducirse a partir de un Gnico

principio general de conservacidn. Ademas, el
planteamiento simplificado desde el principio de
una ecuacién dada, involucra severos problemas
cuando se generaliza, lo que lleva a que aun
personalidades reconocidas, inventen conceptos
sin ningan significado fisico para justificar la
generalizacion.

Este trabajo pretende contribuir a la atenuacién
de los problemas descritos. Para ello, se presenta
primero el principio general de conservacion
en sus versiones integral y diferencial en una,
dos y tres dimensiones. Luego se deducen
las ecuaciones de continuidad y cantidad de
movimiento simplificAndolas en cada caso -a
través de las hipétesis necesarias para lograr
dicha simplificacion- hasta llegar a las formas
usuales en la hidraulica practica. Por falta
de espacio, las ecuaciones de energia y de
conservacion de contaminantes se dejaran para
un articulo posterior. Se ha procurado incluir
Unicamente las ecuaciones mas representativas
de cada grupo, pues una descripcidon exhaustiva
rebasaria los limites de este articulo.
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Las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento en la hidraulica

Principio general de conservacién

Las ideas basicas de este capitulo se deben
a Kinsman (1972) aunque en Bear (1972) se
encuentra un tratamiento similar.

Versiones integrales

Sea p la densidad masica de un sistema fluido,
esto es, de un conjunto de fluidos y propiedades
asociadas que se mueven simultdneamente, que
en adelante se llamara simplemente densidad. Si
g es la cantidad de alguna propiedad intensiva
del fluido, escalar y arbitraria, el producto pg
sera la cantidad de dicha propiedad por unidad
de volumen.

Considérese ahora un volumen de control V; en
el seno del fluido (véase ilustracién 1); la cantidad
de la propiedad que pasa a través de un &rea
diferencial dS en la unidad de tiempo es pq7 - 7,
donde v es el vector velocidad y = es un vector
unitario normal a 45 dirigido hacia afuera de V..
Entonces, la cantidad neta de la propiedad que
pasa por toda la superficie S que envuelve a V; en
la unidad de tiempo es

Qpq = /sc pqv - ndS | (1)

Noétese que Qpq representa la salida neta de la
propiedad.

Por otra parte, la cantidad de la propiedad
existente en un elemento de volumen dV., en
cualquier instante es pgdV, y su variacion en el

1. Volumen de control en un fluido

tiempo es (3/8t) (pgdV:). Por tanto, la variacion
temporal de la cantidad total en V, sera

My = / cﬁg’;—q’dvc @

Finalmente, la propiedad estudiada se puede
crear o destruir dentro del volumen de control.
Si se denota como DJ[pq] a su tasa de creacion
por unidad de volumen y de tiempo (destruccién si
es negativa), la creacién de la propiedad en todo
el volumen de control por unidad de tiempo se
expresa como '

qu ’= /t;c Dlpg]dV. @)

Las cantidades Qpq: My, y Cyq se relacionan
mediante la identidad

Qpq + Mpg = Cpyq 4)

esto es, usando las ecuaciones (1) a (3),

/ pqv-ﬁds+/ 8(ed) 4 _
3¢ uc at

= / DlpqldV, (5)

o bien, si se utiliza el teorema de la divergencia
de Gauss (vgr., Kreyszig, 1972) para convertir la
integral de superficie del primer término de la
ecuacion (5) en integral de volumen, \

/ div(pqv)dV, + / '—9—59’;—9')4% =
ve ve

- f DlpqldVs ©)

donde div(z) es la divergencia del vector %.

La ndmero (6) es la ecuacion general integral
tridimensional de conservacién de la propiedad
arbitraria.

En casos como los de flujo en llanuras de i-
nundacién, esteros o lagos someros, en que las
dimensiones verticales caracteristicas del flujo son
mucho menores que las horizontales -cuando el
flujo es delgado- es posible aceptar la bidimen-
sionalidad del escurrimiento; consecuentemente,
v, = 0, d(pqu;)/0z = 0y pqu, (donde v, repre-
senta el componente de la velocidad en la di-
reccion =z, etc.), pquy, pg y sus derivadas, ademas
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de Digq], son independientes de 2. En ese caso,
al integrar la ecuacion (6) en z, desde z; hasta zy,
se puede obtener la ecuacion integral de conser-
vacion de la propiedad arbitraria en dos dimensio-
nes:

/; /,, [pquzhlzdydt + /t /z [oguyh]ydzdt+
+LL[PQh]tdydz= ‘/t/;/th[PQ]dydzdt (7)

donde h = z3 — z; es el tirante y [fla = (flag —
(f)e. La ecuacion se ha integrado en el tiempo.

En otros casos, como .en rios o canales
rectos, se puede aceptar, ademas, que el flujo es
unidimensional, es decir, que vy, = 0, 9(pqvy)/dy =
0y que pquy, pg, sus derivadas y D[pgq] son
independientes de y, asi como las hipdtesis
conducentes a la ecuacion (7). En este caso, v es
un escalar y la ecuacién (6) se puede integrar en
z y y, donde resulta la siguiente ecuacion integral
unidimensional de conservacién. de la propiedad
arbitraria:

/ [pquA]zdt + _/ [pgA]zdz =
i T

= ft /z AD[pq]dzdt = 0 | (8)

donde A es el drea hidraulica.

Versiones diferenciales

Si se acepta que el volumen de control utilizado
es de dimensiones diferenciales, la ecuacion (6) se
puede escribir como

div(pq9) + 282 _ Dlog] = 0 @

ot

que es la versidn diferencial tridimensional de la
ecuacion de conservacion. Usando las mismas
hipétesis que condujeron a las ecuaciones
(7) vy (8), es posible obtener las ecuaciones
diferenciales bidimensional y unidimensional de
conservacion de la propiedad arb:trarla que son,
respectivamente,

d(pqush) . (pquyh)
ax ) ; Oy
(pgh) _
+ 3 — hD[pg] =0 ( O)

d(pgvA) | 9(pg4) _
o + 5 — AD[pg] =0 (11)

Ecuacién de continuidad

En el planteamiento de la ecuacién de continui-
dad, la propiedad en estudio es la masa. Enton-
ces: :

g= ey | (12)

Versiones integrales

Al-sustituir el valor de q de la ecuacion (12) en las
ecuaciones (6), (7) y (8) e integrar la primera en
el tiempo, se pueden obtener, respectivamente, las

ecuaciones integrales de conservacion de la masa
entres, dosy una dimensiones: :

/ diV(pﬁ)chdt +/ [p]edV: =
tJuc - ve

= / Dp]dV.dt (13)
itJue

/f[ﬂ“zh]zdydt+//[pvyh}ydzdt+
/ / [ph]idydz = / / / hD[p]dydzdt (14)

/t [pQ]zdt + / [pAlsdz = ft /x AD[pldzdt = 0(15)

donde @ es el gasto, Q = vA.

Si ademas se acepta que el fluido es
incompresible, o sea, p = cte, y que no hay
creacion de masa, la ecuaciéon (15) resulta

/[Q]zdt + /[A]tcl:c =0 (16)

t T

Finalmente, si el flujo es permanente, [A]; =0y
Q =cte 17

que es la ecuacidén de continuidad en su forma
mas simple posible.
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Versiones diferenciales

De igual manera, usando ¢ = 1 en la ecuacion (9)
se obtiene

a(p)

P ——+div(p7) —

Dlp] =0 (18)

o bien, si el fluido es incompresible y la creacion
de masa es nula, resulta la ecuacion clasica de
continuidad:

div(@) =0 (19)
Asi mismo, las ecuaciones diferenciales bidi-

mensional y unidimensional de continuidad resul-
tan respectivamente:

d{pvgh)  d(pvyh)  3(ph) _
S+ a; 5~ hDlel =0 (20)
y
9(p@) | 9(p4) _ _
oz T 5 —ADlLI=0 (1)

Una de las posibles interpretaciones del término
de creacion de masa se tiene cuando existe un
gasto lateral por: unidad de Iongitud gp; en ese
caso, por ejemplo, la ecuacién (21) se escribiria,
para un fluido incompresible, como -

a(Q) | 9(4) _

or e =0 (@2)
Noétese que, con g, = 0 y flujo permanente, la

ecuacion (22) se reduce ala(17).

Ecuacioén de cantidad de movimiento

En este casc la propiedad .en estudio es la
cantidad de movimiento, que por definicién es el
producto de la masa por la velocidad (Daily y
Harleman, 1975). Dado que ¢ es una cantidad
escalar, resulta necesario definir una cantidad de
movimiento para cada direccién. Entonces, para
la direccion z,q es

mug

q= = Uz (23)
m

donde m es la masa. En adelante, se traba-
jaréa con la cantidad de movimiento en la direccion
z, en el entendido de que existen tres ecuacio-
nes de cantidad de movimiento, una para cada di-
reccion.

Versiones integrales

Si se sustituye la ecuacién (23) en las (6) a (8)
resultan las ecuaciones integrales de cantidad
de movimiento en tres, dos y una dimensiones,
respectivamente. Por ejemplo, esta Ultima es

f [pv? Alzdt + f [pvAleds =

/ f AD[pv]dzdt = - (24)

La creacién —negativa o positiva— de cantidad
de movimiento se produce por  las fuerzas
externas que actian sobre el volumen-de control.
En aplicaciones hidraulicas bidimensionales o
unidimensionales, estas fuerzas comunmente son
las de presion, gravedad y reS|stencxa La primera
esta dada por

Dplpvs] = ~3p/dz (@

donde p es la presidn y el subindice denota la
fuente de creacion de cantidad de movimiento. La
fuerza de gravedad se puede expresar en la forma
siguiente:

Dylpvz] = pge | (26)

donde g, es el componente de la aceleracidn
gravitatoria en la direccién z. La ecuacién (26) se
puede escribir tambien como

D, [pvz] = pgSoz 27)

donde ¢ es la aceleracidn gravitatoria y Sp; €s la
pendiente del fondo en la direccién z. La fuerza
de resistencia al flujo se puede expresar, en forma
anéloga, como ‘

Dylpus] = —pgSy, (28)

donde S¢, es la pendiente de friccién en direccion
z y el signo negativo indica que la friccién
destruye la cantidad de movimiento.

Ademas de las anteriores, existen otras fuerzas
externas como . la de Coriolis, la debida a la
viscosidad, etc., que no se discutiran aqui. Por
ejemplo, al utilizar las ecuaciones (25) a (28) en
una versién bidimensional de la ecuacion integral
de cantidad de movimiento, y aceptando que las
presiones se distribuyen hldrostatlcamente en la
vertical, se puede obtener:
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_/;_/[Pv h]zdydt+//[pvzvyh]ydmdt+
/f[puzh]tdydz = ~//[pq-—-]clydt+

f / / pah(Soz — Sfz)dydzdt = 0 (29)

Existe también una ecuacién similar para la
direccion y.

Versiones diferenciales

La version diferencial de la ecuacion tridimensio-
nal de cantidad de movimiento se obtiene al susti-
tuir la ecuacion (23) en la (9):

3(p z)

3t ———=+div{pvzv) —

Dlpvz] =0 - (30)
con ecuaciones similares para y y z. Al desarrollar
el término de divergencia de la ecuacion (30) y
sustituir en ésta la ecuacién (19) se obtiene:

Oug Oug
+puy—— 3y 2 + puy—= = Dipug] €3))

dz

La creacion de cantidad de movimiento en
un flujo tridimensional puede considerarse com-
puesta, en términos generales, por el conjunto de
esfuerzos aplicados a las caras de un volumen de
contral cubico como el mostrado en la itustracion
2. Asi, en la direccidn =, dicha creacion se com-
pone de el cambio del esfuerzo normal neto en
esa direccion, do,/dz, y de las variaciones de los
esfuerzos tangenciales netos, dry;/dy Y 972¢/8z.
Ademas, debe tomarse en cuenta la fuerza gravi-
tatoria en esa direccion, pg;. Con lo anterior, la
ecuacion (31) se escribe como

Bvg vy dvg dug

ik R
pat ””az

(32)

Se puede demostrar (Daily y Harleman, 1975)
que: '

2. Volumen de control clibico

z

dv dv

ey = 1y = oIz + 2 (@4
B'U dv

Tag = Tpz = PV[ =+ a:] (35)

donde v es la viscosidad cinematica del fluido.
Sustituyendo las ecuaciones (33) y (35) en la
(82) y utilizando nuevamente la ecuacién (19), se
puede obtener, para un fluido incompresible, la
ecuacién de Navier-Stokes en la direccién z:

a'l)g; 8'05 3112 31)1;
—_— —_— + —_— e
at + a + oy ady vz dz
1dp 32y, a%z 3 vy
=gy — —— + 36
9z 9z + v oz2 82 ] (36)

Por otro lado, si se usa de nuevo el concepto
de friccién, mas usual en flujos bidimensionales y
unidimensionales, las ecuaciones correspondien-
tes resultan, respectivamente,

d(vzh) + 3 (vih) N 8 (vgvyh)

ot oz dy -

hadp
= hgg — ‘p‘g; - gth:z: (37)
y

Q , 0(Q%A+gl) B
a_t + —"—b—z—“— = (So Sf) (38)
donde I = fy [, pdzdy (39)
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Conviene notar que en ciertos casos no es
vélido desarrollar las derivadas espaciales que
aparecen en las ecuaciones (37) y (38); por
ejemplo, en presencia de un salto hidraulico, el
término Q%/A es continuo y diferenciable en la
direccidn z, mientras que la velocidad, el tirante
y, por lo tanto, el area, no lo son por separado. Lo
mismo ocurre en los casos en que exista otro tipo
de discontinuidades, como ias ondas de choque
(Aparicio, 1986).

Conclusiones

La derivacién de las ecuaciones de continuidad y
cantidad de movimiento y de otras leyes naturales
estudiadas en hidraulica y otras disciplinas -
basadas en un udnico principio general de
conservacion- permite identificar con claridad
cuéndo una ecuacion de las usuales es aplicable
a un caso particular y cuales son sus limitaciones.
Por ello, la derivacion presentada en este trabajo

tiene ventajas didécticas importantes respecto a
las usadas normalmente en textos y cursos de
hidraulica. ‘
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