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Introducción 

Antecedentes 

El proceso de evaluación del posible impacto de los eventos hidrológicos en una 
estructura hidráulica y la selección de las dimensiones y políticas de operación 
para su correcto funcionamiento se conoce en general como diseño hidrológico. 

En particular, los términos estimación de avenidas de diseño se refieren a la 
obtención de la o las características del hidrograma de avenida que se utilizará 
para diseñar la obra hidráulica por construir. Alternativamente, el proceso se pue­
de seguir con el fin de evaluar la bondad del diseño de obras existentes. 

En pocas palabras, se puede decir que el diseño de cualquier estructura hi­
dráulica debe basarse en una determinada avenida de diseño, la cual, en la mayo­
ría de los casos, se estima con base en un cierto riesgo hidrológico aceptado. 
Dicho riesgo puede ser tomado en cuenta, por ejemplo, a través del denominado 
periodo de retorno el cual posee una clara definición probabilista. Existen sin 
embargo algunas metodologías para estimar avenidas de diseño que carecen de 
base probabilista. 

Es evidente que. independientemente del enfoque seguido. el fin perseguido 
en el proceso de estimación de la avenida de diseño es determinar, de la mejor 
manera posible, las características de tal evento. 

El análisis y la estimación de avenidas de diseño han sido tema de numero­
sas investigaciones y muchos autores en el campo de la hidrología. Las revistas 
especializadas se encuentran llenas de articulas que presentan nuevos métodos 
para mejorar el diseño de las obras hidráulicas, estimar el error de los modelos 
existentes y otros temas relacionados con el diseño hidrológico. De acuerdo con 
Linsley (1986) algunos son trabajos innovadores y efectivamente avanzan la fron­
tera de la hidrología y otros son sólo ejercicios matemáticos. Sir, embargo, a pesar 
de tantos esfuerzos, los hidrólogos no se han podido poner de acuerdo en cuál 
enfoque es el indicado para la determinación de avenidas para el diseño de nue­
vas obras o la revisión de obras existentes. En resumen, hay algo que queda 
claro: la estimación de avenidas de diseño es un problema en extremo dificil que 
no ha sido resuelto a satisfacción de todos y para el cual el planteamiento de 

mejores métodos de aplicación práctica es conveniente. 
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Revisión de la literatura y estado del arte 

Las metodologías existentes para la estimación de avenidas de diseño son muy 
variadas en enfoque conceptual y en complejidad. Uno de los principales factores 
que propician la elección de algún procedimiento a aplicar es la calidad y cantidad 
de información disponible en el sitio y/o la región en donde se ubicará la obra. El 
tamaño de las cuencas y el nivel de riesgo hidrológico aceptado en el diseño son 
otros factores que intervienen usualmente en la decisión del enfoque a seguir. 

En la hidrología de avenidas, las cuencas pequeñas se modelan usualmente 
con enfoques empíricos muy simples, como por ejemplo, la fórmula racional 
(Mulvaney, 1851). Si las cuencas son de tamaño medio, es común usar modelos 
conceptuales agregados, como el método del hidrograma unitario (Sherman, 1932). 
Sin embargo, para las cuencas grandes, las variaciones espaciales y temporales 
de lluvia y escurrimiento requieren el uso de formulaciones más complejas y usual­
mente distribuidas, como por ejemplo, los modelos de cuenca. 

La estimación de la avenida de diseño de una obra involucra la definición del 
nivel de riesgo que es aceptable para el diseñador. Esto implica la asociación de dicha 
avenida con una probabilidad de excedencia y, por tanto, con un periodo de retorno. 

En efecto, en general se reconoce que la severidad de las avenidas debe 
medirse en términos de probabilidades de excedencia (Linsley, 1986; Dawdy y 
Lettenmaier, 1987; Kirby y Moss, 1987; Beard, 1990), razón por la cual el enfoque 
probabilista es sin duda la opción de estimación de eventos más utilizado en el 
mundo. 

La aplicación de métodos estadísticos basados en hidrometría implica dispo­
ner de mediciones de caudal con periodos de registro relativamente largos en los 
sitios (o cerca de éstos) en los cuales se proyectan las obras. Sin embargo, en la 
actualidad, estos métodos sirven también de apoyo para el desarrollo de modelos 
regionales, aplicables a cuencas no aforadas o con periodos cortos de registro 
histórico (Kirby y Moss, 1987). 

Desde el punto de vista más general, los métodos para la estimación de ave­
nidas se pueden dividir en métodos con enfoque hidrometeorológico y métodos 
con enfoque hidrométrico. Los primeros se basan en datos de precipitación y en la 
modelación del proceso lluvia- escurrimiento, mientras los segundos aprovechan 
la información histórica de avenidas en el sitio específico o la región en donde se 

ubicará la obra, pudiendo o no tomar en cuenta la información de precipitaciones. 
Al grupo de métodos comprendidos dentro del segundo enfoque se le conoce con 
el nombre genérico de análisis de frecuencia de avenidas. 

Muchas discusiones se han suscitado acerca de la pertinencia y conveniencia 
de la aplicación de uno u otro enfoque y la verdad es que todos los métodos disponi-
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bies ofrecen ciertas ventajas y también pueden contener severas deficiencias. A 
continuación se consigna una breve discusión de los diferentes métodos encontra­
dos en la literatura enfatizando las ventajas y desventajas de cada formulación. 

Fórmulas empíricas y el método racional 

Los primeros métodos que se comentan son los concernientes al uso de fórmulas 
empíricas del tipo envolventes, como las de Creager y Lowry (McCuen, 1998) y 
Crippen (Crippen, 1982) y el método racional (Mulvaney, 1851: Hromadka yWhitley, 
1994). En estos métodos el gasto pico del hidrograma se estima en función del 
área de drenaje y, en ocasiones, alguna característica general de la lluvia. Estos 
métodos se emplean generalmente para obtener estimados preliminares y burdos 
del gasto de diseño. Sin embargo, el método racional, por ejemplo, incorporando 
datos de precipitación con base probabilista, es muy utilizado en la estimación de 
eventos para el diseño de obras hidráulicas pequeñas (Linsley, 1986). 

Dado que el interés de este libro se centra en metodologías aplicables a la 
estimación de avenidas para el diseño de grandes obras, los métodos descritos 
en este párrafo no son considerados en el ámbito del presente documento. 

Enfoque hidrometeorológico 

En opinión de muchos hidrólogos los registros de precipitación son más abundan­
tes y menos susceptibles a los cambios en la cuenca que los de escurrimiento. 
Esto nos conduce a introducir el primer enfoque importante en la determinación y 
pronóstico de avenidas: los métodos con base hidrometeorológica. 

Este enfoque es muy utilizado en muchas partes del mundo. Es el método 
más usado por la mayoría de las agencias gubernamentales de los Estados Uni­
dos para la estimación de eventos para el diseño de estructuras de alto riesgo, 
como lo son por ejemplo las grandes presas cuya falla es intolerable. En este 
caso, el método inicia con la estimación de la denominada Precipitación Máxima 
Probable (PMP) (Linsley et al. 1975). La PMP está definida por la Organización 
Meteorológica Mundial (OMM) como: "Teóricamente, la mayor lámina de precipi­
tación para una duración dada que es físicamente posible considerando un área 
dada de tormenta, en una ubicación geográfica particular y en un tiempo del año 
especifico" (OMM, 1986). Con esto, la PMP es un limite superior de la cantidad de 
agua que puede precipitarse sobre una región determinada en una época dada 
del tiempo. Algunos han intentado hacer más claro el concepto de la PMP argu­
mentando que, virtualmente, no hay riesgo de que ésta sea excedida (Wang, 1984). 

Sin embargo, el conocimiento actual de los mecanismos de generación de tor-
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mentas no permite la evaluación precisa de una lluvia con esas características. La 
verdad es que la PMP no tiene una base probabilista y por lo tanto no puede 
asignársela un periodo de retorno. 

Muchos artículos se han escrito acerca de la aplicación y experiencias con 
los métodos de estimación de la PMP con fines de estimación de eventos de 
diseño (Wang, 1 984; Wang y Jawed, 1 986; Wang y Revell, 1 983; Newton. 1983, 
entre otros). 

Para propósitos del diseño de obras, la PMP debe transformarse en la deno­
minada Creciente o Avenida Máxima Probable (AMP) a través de un modelo lluvia 
- escurrimiento. La AMP, según la definición del Cuerpo de Ingenieros de los 
Estados Unidos (1 979) es "la avenida que se puede esperar de la combinación 
más severa de condiciones meteorológicas e hidrológicas críticas que son razo­
nablemente posibles en una determinada región". La frase "razonablemente posi­
ble" introduce una gran subjetividad en el concepto de la AMP y permite al usuario 
una gran flexibilidad en su aplicación, aunque también constituye su mayor debi­
lidad (Wang y Revell, 1 983). 

Por otro lado, los métodos para el cálculo de la AMP no están estandarizados 
(Dawdy y Lettenmaier, 1 987). Es más, es bien sabido que el proceso de transfor­
mación de lluvia en escurrimiento es uno de los problemas más complejos en la 
hidrología y su modelación continúa siendo cuestionada. Sólo por mencionar al­
gunos de los factores más importantes que se ven implicados en el proceso lluvia 
-escurrimiento, se puede citar que, entre otros, las variaciones espaciales y tem­
porales de la lluvia, las características del suelo y el uso del mismo, la cobertura 
vegetal, la función de pérdidas y las condiciones antecedentes de humedad de la 
cuenca mantienen interrelaciones importantes que proporcionan gran compleji­
dad al fenómeno. Las grandes cuencas inducen una complejidad adicional ya que 
éstas deben dividirse en subcuencas y no existe un método sistemático para com­
binar los diversos factores y eventos que se requieren para el cálculo de la AMP 
en la salida de la cuenca (Bouvard, 1 988; Wang y Jawed, 1986). 

De hecho, se ha demostrado que, dada la información y los modelos disponi­
bles en la actualidad, los modelos lluvia - escurrimiento no funcionan bien en 
condiciones extremas (Beven 1 989; Naef, 1981 ). Esto puede ser, en parte, porque 
los parámetros de los modelos se calibran para condiciones medias (no extre­
mas) (Bouvard, 1 988). Shalaby (1 994) ha presentado evidencia cuantitativa que 
indica que la estimación errónea de los parámetros de un modelo lluvia­
escurrimiento ha producido errores del 42% en la estimación de la avenida máxi­
ma probable. 

Entre los métodos para la transformac"1ón lluvia-escurr"1miento se encuentran 
los modelos simples, como el hidrograma unitario y el de cascada de Nash, entre 
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otros; los modelos conceptuales como el Stanford (Crawford, 1966) y el de Sacra­
mento (Burnash, 1973) y los modelos con base física. Comentarios acerca de la 
aplicabilidad de los diferentes métodos se pueden consultar en Naef (1981 ), mien­
tras que las ventajas de los métodos con base física se consignan en Shen et al. 
(1990). En general, se acepta que el proceso lluvia-escurrimiento puede modelarse 
con conceptos simples bajo condiciones promedio, más sin embargo, bajo condi­
ciones extraordinarias o grandes extrapolaciones, la modelación es muy compleja 
y la obtención de resultados aceptables es casi "cuestión de suerte" (Naef, 1981 ). 

Por estas razones, parece indudable que la transformación lluvia-escurri­
miento es el punto más débil de los métodos de estimación con enfoque 
hidrometeorológico. De hecho, Bouvard (1988) menciona que el cálculo de la AMP 
esta más ligado a los métodos computacionales que a la realidad física del pro­
blema. 

Una cuestión que ha generado inquietud y mucho esfuerzo por parte de los 
hidrólogos consiste en la estimación de una probabilidad de excedencia de la 
AMP (Dawdy y Lettenmaier, 1987). Aunque el proceso de transformación de PMP 
a AMP es determinista, no hay posibilidad de asignar un periodo de retorno a esta 
última. A pesar que la AMP no tiene una base probabilista, existen diversos estu­
dios en los cuales se intenta asignarle un periodo de retorno (por ej. Shalaby, 
1994; OWDC, 1986; Fontaine, 1989; Kennedy y Hart, 1984; Newton, 1983, Kovacs, 
1984). La mayoría de éstos proponen el uso de extrapolaciones de curvas de 
frecuencia y el uso de métodos de probabilidad conjunta. Sin embargo, el enfoque 
usual incluye la asignación de la probabilidad con base en la experiencia perso­
nal. Las primeras ideas en este sentido, plantearon tratar la relación lluvia -
escurrimiento como un proceso lineal y por lo tanto asignaron periodos de retorno 
rdénticos tanto a la lluvia como al escurrimiento generado por ésta. Sin embargo, 
existe evidencia de que el proceso es altamente no lineal como lo muestran, por 
ejemplo, los datos generados por los eventos extraordinarios suscitados en la 
costa chica de Chiapas en septiembre de 1998. Durante esos eventos, lluvias con 
periodos de retorno de alrededor de cien años, generaron escurrimientos con 
periodos de retorno de cerca de diez mil años (IMTA, 1998). 

De acuerdo con diferentes autores, la AMP posee periodos de retorno de 
entre diez mil años (Kovacs, 1984) y diez millones de años (Newton, 1983), 
aunque Shalaby (1994) sugiere que un promedio razonable (para los datos de 
la costa Atlántica de los Estados Unidos) podría ser de seiscientos mil años. 

Es indudable que la interpretación probabilista de la AMP permitiría llevar 
a cabo estudios de riesgo y análisis económicos (Bao et al., 1987; Linsley, 
1 986; Reséndiz-Carril\o y Lave, 1 987; Shuzheng, 1 984; entre otros), los cuales 
resultan indispensables en el diseño de nuevas obras. 
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Por otro lado, Guillot (1979) ha presentado un método de estimación de 
eventos de diseño basado en datos de precipitación. El método, designado 
como GRADEX, considera que el concepto de la PMP no tiene importancia 
práctica, la cual atribuyen solamente al gradiente de las lluvias extremas, al 
ser éstas ajustadas a distribuciones Gumbel. El método ha sido aplicado a la 
estimación de avenidas para el diseño de presas (Bouvard, 1994). Los autores 
concluyen que GRADEX es de fácil aplicación y es un método que puede apli­
carse como complemento a otras formulaciones. 

También es posible, en el contexto del enfoque hidrometeorológico, llevar a 
cabo un análisis estadístico de datos de precipitación, ajustarlos a una distribu­
ción de probabilidad y generar una tormenta de diseño para un periodo de retorno 
dado vía extrapolación. Dicha tormenta también se puede transformar en una 
avenida de diseño mediante el uso de algún modelo lluvia-escurrimiento. No obs­
tante, dado que el proceso lluvia-escurrimiento es altamente no lineal, no existe 
garantía de que los periodos de retorno de la tormenta de diseño y de la avenida 
de diseño coincidirán. 

Por otro lado, la densidad de estaciones pluviométricas o pluviográficas no es 
suficiente para la aplicación de métodos basados en el enfoque hidrometeorológico 
en muchos países del mundo, incluido el nuestro. En efecto, en las condiciones 
óptimas de operación de la red de estaciones con pluviómetro o pluviógrafo, Méxi­
co cuenta (al año 2000) con un promedio de una estación por cada 400 km2 

aproximadamente. Según las recomendaciones emitidas por la OMM (1970), la 
densidad mínima requerida es de una estación de medición por cada 600 a 900 
km2 para el caso de terrenos planos en zonas tropicales y de una estación por 
cada 1 00 a 250 km2 en terrenos montañosos en zonas tropicales. Estas recomen­
daciones fueron obtenidas desde un punto de vista hidrometeorológico a fin de 
que la red de monitoreo capture razonablemente la variabilidad espacial de la 
lluvia, y tomando en cuenta también la densidad media de población en el mundo. 
Ya que nuestro país es predominantemente montañoso, la densidad de estacio­
nes pluviométricas no cumple con las recomendaciones mínimas de la Organiza­
ción Meteorológica Mundial. 

Si a la baja densidad de la red de medición se aúna el hecho de que la gran 
mayoría de las estaciones tienen sólo mediciones acumuladas diarias de la preci­
pitación, se concluye que la aplicación exclusiva de métodos con enfoque 
hidrometeorológico es muy cuestionable. 

De acuerdo con lo expuesto, resulta deseable mejorar los métodos para la 
determinación de la probabilidad de excedencia del evento de diseño de las es­
tructuras hidráulicas, lo cual nos lleva a la revisión de las técnicas con base 
hidrométrica. 
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Existe la opinión de que una combinación adecuada de la información de los 
métodos con base hidrometeorológica y los que tienen una base hidrométrica 
podría ser una alternativa para la obtención de mejores estimados de los eventos 
de diseño. 

Enfoque hidrométrico 

El primer intento exitoso en la interpretación de las avenidas en términos de pro­
babilidad de ocurrencia fue realizado por Fuller (1914) quien usó una distribución 
de probabilidad normal. Por su parte, Hazen (1913) y Foster (1924) usaron la distri­
bución lognormal y Pearson, respectivamente. En 1930, Hazen propuso la trans­
formación logarítmica de los gastos para poder aproximarlos con distribuciones 
insesgadas, por lo cual se considera el pionero del análisis de frecuencias en 
hidrología. Los trabajos de Gumbel (1958, 1960a, 1960b, 1962, 1964, 1967), sin 
duda alguna, dieron gran impulso a este campo. 

En el análisis de frecuencias de avenidas se realiza una descripción probabilista 
de la ocurrencia de los gastos máximos anuales (Chow, 1964; Kirby y Moss, 1987, 
entre otros) por medio de una función de distribución, a la cual se le determinan 
sus parámetros utilizando la información histórica disponible, que se considera 
como una muestra aleatoria. El proceso de determinación de los parámetros de la 
distribución se conoce comúnmente como ajuste de fa distribución. 

Desde sus inicios y hasta la fecha, en el análisis de frecuencias se ha mante­
nido la misma pregunta fundamental: ¿Cuál es la distribución de probabilidad que 
ajusta mejor a los datos? Al respecto, se ha desarrollado un gran esfuerzo en el 
planteamiento de nuevas distribuciones y nuevos métodos para la determinación 
de parámetros. Es indudable que un gran número de factores se ven involucrados 
en la selección adecuada de una distribución. Al respecto Cunnane (1985) pre­
senta una excelente discusión de éstos. 

Entre las distribuciones más utilizadas en el análisis de frecuencias se en­
cuentran principalmente la lognormal, Pearson 111, log-Pearson 111, Gumbel, Wakeby, 
Weibull y general de valores extremos (GVE). Todas las distribuciones anteriores 
corresponden a la consideración de que la muestra provenga de una sola po­
blación. 

Por otro lado, desde su trabajo en 1930, Hazen reconoció la presencia fre­
cuente de una mezcla de componentes o "poblaciones", razón por la cual se han 
propuesto distribuciones de dos poblaciones o de varios componentes (González, 
1970, Rossi et al., 1984; Singh y Sinclair, 1972;Waylen y Woo, 1982, entre otros). 

Recientemente, se ha intentado mejorar la descripción probabilista de las ave­
nidas mediante el análisis específico de outliers o la integración de información 
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histórica o paleo-información (por ejemplo, Stedinger, 1986; Sutclitte, 1987; Cohn 
y Stedinger, 1987; Bardsley, 1989, Hirsch, 1987; Hirsch y Stedinger, 1987; Hosking 
yWallis, 1986 y 1986b;Wall etal., 1987; Baker, 1987; lkebuchi yTakasao, 1992; 
Frances et al., 1994). Esto constituye, sin lugar a dudas, un campo con un enorme 
potencial. 

Otro campo del análisis de frecuencias de avenidas que ha tenido gran apli­
cación lo constituyen los métodos conocidos con el nombre genérico de análisis 
regional. Básicamente, el análisis regional tiene dos metas, la reducción de los 
errores de estimación y muestreo en un sitio específico (mejoramiento de estima­
dos) y el análisis de frecuencias en sitios no atorados. Cunnane (1988) realizó un 
excelente trabajo de recopilación y crítica en el cual ha identificado doce catego­
rías de métodos regionales. Entre los procedimientos regionales más usados se 
encuentran el método de la avenida índice (Dalrymple, 1960) y los enfoques de 
regresión múltiple (Benson, 1982). Más recientemente, se han utilizado técnicas 
con enfoques multivariados para el análisis regional (Cunnane, 1988). Raynal (1985) 
y Escalante (1991, 1996) han aplicado la teoría de funciones bivariadas y trivariadas 
para mejorar los estimados de avenidas con buenos resultados. En este sentido, 
parece ser que los métodos de análisis regional con base en la aplicación de 
distribuciones de probabilidad y técnicas multivariadas ofrecen grandes perspec­
tivas (Diaz-Granados y Beeb, 1988; Fiorentino, 1985; Smith, 1989, Raynal, 1985; 
Escalante, 1991). 

Tradicionalmente, el término avenida de diseño se ha tomado como sinónimo 
de gasto pico de diseño, en el sentido en que los métodos consideran que éste es 
el parámetro más importante (o el único) que caracteriza a un hidrograma. Exis­
ten revisiones muy amplias del análisis de gastos pico en la modelación de aveni­
das (por ej. Cunnane, 1987). En estos métodos, la avenida y por lo tanto el riesgo 
hidrológico quedan representados en forma limitada. 

En opinión de McCuen (1998) y Bouvard (1988), el gasto máximo es una variable 
de diseño aceptable solamente cuando la variación temporal del almacenamien­
to de la cuenca no es un factor importante en el proceso de generación del escu­
rrimiento. Este hecho sólo se cumple en cuencas pequeñas de respuesta rápida. 

La mayoría de los hidrólogos concuerdan en que, aunque el gasto pico sea 
quizás la característica más importante de las avenidas, éstas se presentan como 
fenómenos multivariados que están caracterizados por otros parámetros además 
del gasto máximo del hidrograma. En la mayoría de las aplicaciones, la informa­
ción acerca del volumen de escurrimiento de la avenida, su duración, tiempo pico 
y la forma del hidrograma son esenciales para la toma de una decisión correcta. 
De hecho, se ha reconocido que en ocasiones, especialmente cuando el almace­
namiento es importante, el volumen de la avenida es tan importante, o incluso 
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más, que el gasto pico de la misma (Bergmann y Sackl, 1985; Bouvard, 1988; 
Hiemstra y Francis, 1981 ). No hay duda de que poder asociar un periodo de retor­
no a la avenida completa sería de gran valor para el diseñador. Pilgrim (1986) y 
McCuen (1998) reconocen la importancia de la descripción completa de una ave­
nida de diseño. Sin embargo, esta aseveración trae consigo otras complicaciones, 
ya que el problema de asignar una probabilidad de excedencia y por lo tanto un 
periodo de retorno al evento de diseño se vuelve más complejo al pasar del aná­
lisis probabilista del gasto pico solamente al análisis probabilista de todo el 
hidrograma. 

A partir de 1970, se inician los trabajos relacionados con la implicación de 
más de una característica de la avenida. Entre estos esfuerzos se pueden definir 
claramente tres grupos. El primer grupo trata a la modelación de avenidas como 
un proceso estocástico en el cual se consideran generalmente el gasto pico del 
hidrograma y su duración a través de series de duración parcial (por ej. Todorovic 
y Zelenhasic, 1970; Todorovic, 1971; Todorovic y Woolhiser, 1972; Gupta et al., 
1976; Todorovic, 1978; Correia, 1987). Algunos han atacado el problema como un 
fenómeno de agrupamiento o clustering (Kavvas, 1982; Kavvas et al., 1983 por 
ejemplo), o por el principio de máxima entropía (Krstanovic y Singh, 1987). En la 
mayoría de estos enfoques se llega a la determinación de las funciones de distri­
bución de las características consideradas por medio de técnicas de probabilidad 
conjunta o distribuciones derivadas. Las técnicas basadas en procesos estocásticos 
son muy laboriosas, sobre todo por la naturaleza repetitiva de los cálculos y cier­
tamente no han sido explotadas debidamente. El potencial de estos métodos, así 
como los basados en el análisis bayesiano (Kuczera, 1982; Russel, 1982) no de­
bería ignorarse, sobre todo con la capacidad de cómputo que se tiene en la actua­
lidad. No obstante, su complicada aplicación ha evitado que sean incorporados a 
la práctica del diseño ingenieril. 

El segundo grupo está formado por todos aquellos métodos basados en el 
planteamiento de relaciones entre diversas características de la avenida. En este 
sentido, varios trabajos plantean relaciones empíricas entre gasto pico y volumen 
de escurrimiento mediante expresiones logarítmicas a través del uso de gastos 
estandarizados (por ej. Rogers, 1980; Singh y Aminian, 1986; Hawkins y Pole, 
1989; Mollino y Cruise, 1990; Balocki y Burges, 1994) o de relaciones de reduc­
ción en el gasto (NERC, 1975; Bacchi et al., 1992). A este respecto puede decirse 
que los métodos basados en relaciones gasto-volumen emplean una formulación 
débil, ya que el fenómeno de correlación espuria es notorio; además de que la 
estandarización podría hacer parecer buenos a los datos malos (Mollino y Cruise, 

1990). Aunque sea posible plantear las relaciones gasto-volumen aún con pocos 
datos, la aplicación y verificación de estas formulaciones se ha realizado con da-
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tos de cuencas muy pequeñas y de latitudes norte, lo cual limita su aplicabilidad 
general. En cuanto a los métodos basados en curvas de reducción, el procedi­
miento del NERC se ha convertido en casi un estándar en Inglaterra. Sin embar­
go, la inclusión del concepto de riesgo (a través del periodo de retorno) resulta 
muy artificial, ya que las bases del método llevan a que las curvas de reducción 
pueden considerarse independientes del periodo de retorno (NERC, 1975), de 
modo que éste sólo puede tomarse en cuenta en el cálculo del gasto medio máxi­
mo anual. De hecho, NERC recomienda el procedimiento para la estimación de 
eventos con periodos de retorno menores a cien años. Por último, los procedi­
mientos disponibles no proporcionan en forma explícita el volumen de la avenidas 
sino sólo su gasto pico y duración, por lo cual el volumen se estima en forma 
arbitra-ria a través de la asignación de una forma específica del hidrograma. Por 
las razones expuestas la aplicación de métodos basados en relaciones gasto­
volumen a la estimación de avenidas de diseño de grandes obras resulta cues­
tionable. 

El tercer y último grupo de métodos que intentan describir a las avenidas en 
forma multiparamétrica está formado por planteamientos que incluyen la descrip­
ción probabilista multivariada de los hidrogramas a través de funciones de distri­
bución en varias dimensiones (Hiemstra y Francis, 1981; Ashkar y Rousselle, 1982; 
Bergmann y Sackl, 1985; Pegram y Deacon, 1992; Gutiérrez y Aldama, 1990; 
Escalante, 1996; Goel et al., 1998). A excepción del trabajo de Ahskar y Rousselle 
(1982), los demás autores plantean el uso de funciones bivariadas. La distribución 
normal, después de algún proceso de estandarización, se ha utilizado en varios 
trabajos (Hiemstra y Francis, 1981 y Pegram y Deacon, 1992; Goel et al., 1998), 
así como la distribución exponencial (Ashkar y Rousselle, 1982), la lag-normal 
(Hiemstra y Francis, 1981 ), y las distribuciones de valores extremos (Gutiérrez y 
Aldama, 1990; Escalante, 1996). Gran parte de los trabajos se han desarrollado 
bajo la consideración de independencia estadística entre las variables aleatorias 
(Ashkar, 1982; Gutiérrez y Aldama, 1990), la cual se ha demostrado (Ramírez, 
1997), no es la alternativa más desfavorable. 

La importancia de la caracterización probabilista multivariada es innegable, 
ya que es el hidrograma completo y no sólo el gasto pico el que se utiliza para el 
diseño de las estructuras. Por esta razón, los enfoques multivariados cobran es­
pecial interés en la aplicación práctica; sin embargo, su consideración induce un 
problema adicional. Es evidente que cuando se caracteriza un hidrograma por me­
dio de varios parámetros, un valor fijo de la probabilidad de excedencia (conjunta en 
este caso) de dichos parámetros puede corresponder a una infinidad de hidrogramas. 
Es decir, para un mismo periodo de retorno pueden existir muchas avenidas las 
cuales producirán distintos efectos sobre la estructura por diseñar. La asignación 
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de una probabilidad de excedencia a toda la avenida es un problema que no ha 
sido completamente resuelto a pesar de los trabajos realizados en este campo. 

Un aspecto notable es que los métodos existentes de estimación de avenidas 
de diseño no están directamente asociados con el tipo de obra para cuyo diseño 
se está determinando el evento. Por ejemplo. la avenida para el diseño de un 
canal de desvío o un bordo longitudinal de protección se estima de la misma 
manera que la avenida para el diseño de una presa. Si el periodo de retorno de 
diseño es el mismo en ambos casos, las avenidas obtenidas resultarán idénticas. 
Es decir, el tipo de obra bajo estudio no se ve involucrada de ninguna forma en el 
proceso de estimación de la avenida de diseño. La oportunidad de implicar a la 
obra en este proceso se vería acrecentada si se utiliza una descripción multivariada 
de la avenida. Es obvio que el comportamiento de las obras hidráulicas no es el 
mismo ante diferentes eventos. Entonces también es razonable pensar que la 
respuesta de algunas obras será más sensible a variaciones en el gasto pico del 
hidrograma que en el volumen de escurrimiento, o viceversa. Así para algunas 
obras. sería más desfavorable que el evento de diseño fuera más bien esbelto 
pero alto. mientras que para otras podría ser bajo pero extendido. por ejemplo. El 
hecho de que exista una infinidad de avenidas para un mismo periodo de retorno 
sugiere la posibilidad de incorporar las características de la obra en el proceso de 
selección del evento de diseño. 

Algunos comentarios acerca de los métodos de estimación de avenidas 

De acuerdo con la revisión bibliográfica en el tema y el análisis de los trabajos 
realizados hasta el momento, se desprenden las siguientes observaciones. 

1. Los métodos basados en enfoques hidrometeorológicos proporcionan el 
hidrograma completo de diseño pero no son la opción más recomendable 
cuando no existe una densidad apropiada de estaciones para la medición 
de la precipitación. La falta de datos en la cantidad y calidad adecuada y la 
complejidad de la modelación del proceso lluvia-escurrimiento pueden oca­
sionar errores significativos en la estimación de avenidas de diseño. 

2. Los métodos con enfoque hidrométrico representan una alternativa atracti­
va. Los métodos de análisis regional pueden emplearse para completar 
registros de periodos .cortos e incluso generar datos de escurrimiento en 
cuencas no aforadas. 

3. En el análisis de frecuencias de avenidas, el camino parece dirigirse hacia 

la caracterización multiparamétrica de las avenidas de diseño mediante la 
aplicación de distribuciones de probabilidad multivariadas. 
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4. De acuerdo con la naturaleza de las variables involucradas en el proceso 
de estimación de avenidas de diseño, a saber, gastos y volúmenes máxi­
mos anuales básicamente, la aplicación de funciones de distribución 
mutivariadas de valores extremos parece ser viable. 

5. Es necesario involucrar a las características de la obra en el proceso de 
estimación de su propio evento de diseño a fin de tomar en cuenta su com­
portamiento con respecto a diversos parámetros que describen la avenida. 

6. Es recomendable asignar probabilidades de excedencia o periodos de re­
torno a las variables que efectivamente dictan el dimensionamiento o dise­
ño final de las obras, a fin de establecer niveles de riesgo acordes con la 
realidad. Tal es el caso de la altura de la cortina de una presa, cuyo valor 
está directamente dictado por la elevación máxima que alcanza la superfi­
cie del agua al transitar la avenida por el vaso, y no tanto por el hidrograma 
de entrada en sí. 

Con base en lo anterior y en la experiencia recopilada por la práctica común, 
resulta claro que existe la necesidad del desarrollo de nuevos procedimientos de 
estimación de avenidas de diseño que tengan base física y que involucren a otros 
parámetros de la avenida además del ya conocido gasto pico. 

Ya que en este libro se contempla la estimación de avenidas para el diseño de 
vasos de almacenamiento y de obras hidráulicas ubicadas en redes de ríos, a 
continuación se incluye un sucinto análisis bibliográfico sobre estos temas es­
pecíficos. 

Estimación de avenidas en vasos. Estado del arte 

Como se expuso anteriormente, la estimación de avenidas de diseño de presas 
basada en el enfoque hidrométrico se realiza a través del análisis de frecuencias 
de avenidas de gastos máximos anuales. La práctica más usual consiste en obte­
ner el gasto pico de diseño por medio de extrapolaciones de una cierta función de 
distribución, determinada mediante un proceso de ajuste utilizando el registro his­
tórico de gastos máximos anuales, para el periodo de retorno elegido: El hidrograma 
de la avenida se obtiene con procedimientos sintéticos o bien mayorando la ave­
nida máxima registrada (Domínguez et al., 1980). Este procedimiento introduce, 
además de la incertidumbre asociada con la extrapolación, errores adicionales al 
construir el hidrograma de diseño en forma arbitraria. 

Aún cuando no hay trabajos específicos relacionados con la estimación de 
avenidas para el diseño de vasos, existen algunos esfuerzos para la simplifica­
ción o comprensión del proceso de ingreso y tránsito de una avenida dentro él e un 
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embalse. Se ha planteado trabajar con ecuaciones de tránsito adimensionales 
(Akan. 1989 y 1990; Kessler y Diskin, 1991; McEnroe, 1992; Basha 1994 y 1995}. 
Basha (1994) plantea la obtención de una solución analítica aproximada para el 
caso de una embalse de área constante y vertedor libre. Basha (1995) generalizó 
la solución para presas rompe picos proporcionando ecuaciones simples de diseño. 

Un aspecto importante que no se toca en los métodos existentes es el hecho 
de que las variables involucradas en la determinación del evento de diseño no son 
necesariamente las más importantes para un diseño en particular desde el punto 
de vista físico. Por ejemplo, si se considera el diseño de una presa se sabe que la 
variable que define el dimensionamiento definitivo de la cortina es la elevación 
máxima que alcanza la superficie libre del agua dentro del vaso o alternativamen­
te el almacenamiento máximo. Resultaría entonces recomendable que la proba­
bilidad de excedencia o bien el periodo de retorno estuviera referido a dicha variable 
(elevación máxima o almacenamiento) más que al gasto pico de la avenida de 
entrada. En otras palabras, sería mejor que la variable aleatoria en el análisis de 
frecuencias fuera dicha elevación máxima. ya que no se puede asegurar que un 
gasto pico con periodo de retorno de diez mil años genere una elevación máxima 
del agua dentro del vaso con el mismo periodo de retorno. 

Con esto, habrá estructuras en las cuales el parámetro más importante sea 
algún volumen. elevación o gasto de salida, más que el gasto pico de la avenida 
de entrada. Un aspecto importante que es necesario destacar, es que la función 
mediante la cual el gasto máximo del hidrograma de entrada, o éste y alguna otra 
característica de la avenida se transforman en la variable que se debe tomar en 
forma efectiva para el diseño, no es trivial. En el diseño del vaso de almacena­
miento, dicha función de transferencia está dada por el proceso de tránsito de la 
avenida por el embalse. lo cual complica la solución del problema. 

Estimación de avenidas en redes de ríos. Estado del arte 

Muchas estructuras hidráulicas se ubican frecuentemente cerca de la confluencia 
de dos o más corrientes naturales. Sin embargo, también es muy común que no 
se disponga de información aguas abajo de dicha confluencia. En el mejor de los 
casos. es posible que existan estaciones hidrométricas en sitios aguas arriba de 
la confluencia, es decir. sobre las corrientes individuales. Al respecto se han pro­
puesto algunos enfoques para la modelación de avenidas aguas abajo de una 
confluencia utilizando la información de registros históricos de los ríos antes de la 
misma. Linsley y Franzini (1972) tratan a las avenidas aguas abajo de la confluen­

cia de dos ríos sólo para los casos en que se observa una completa dependencia 
o una total independencia entre los registros. Asimismo. Salas (1980) propone la 
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atención del problema en la confluencia de dos ríos a través de un método esta­
dístico no paramétrico pero considerando también dependencia o independencia 
totales. Gumbel (1961 a) propuso, por su parte, el uso de una nueva variable 
aleatoria dada por la suma o la diferencia de valores extremos independientes. 
Raynal (1985, 1990), en su trabajo de distribuciones bivariadas de valores extre­
mos y sus aplicaciones, se refiere al caso en el cual no se tiene una completa 
dependencia ni una total independencia y propone el modelado de la suma de las 
dos variables aleatorias a través de una integral de convolución y una función de 
densidad bivariada. Escalante (1991) extendió la investigación de Raynal al caso 
trivariado. Sin embargo, esta última aportación no se aplica a la modelación de 
avenidas aguas abajo de confluencias de ríos, sino al mejoramiento de estimados 
en un análisis regional. 

Parece, entonces, que el problema de la determinación de probabilidades de 
ocurrencia de avenidas aguas abajo de confluencias no ha sido investigado com­
pletamente. A este respecto, se desprende también que la aplicación de distribu­
ciones multivariadas de valores extremos representa una excelente alternativa. 

Resulta deseable disponer de una técnica de análisis de frecuencias conjunto 
que pueda tomar en cuenta los registros de estaciones ubicadas en las corrientes 
aguas arriba de la confluencia de dos o más ríos. En un caso ideal, las caracterís­
ticas de la obra por diseñar deben ser tomadas en cuenta de alguna forma en el 
proceso. Parece lógico pensar que, en este caso, también existe una infinidad de 
combinaciones de avenidas en los ríos individuales que generan una avenida, 
aguas abajo de la confluencia, con una misma probabilidad de ser excedida. Por 
esta razón, se debe involucrar un proceso de optimización a fin de elegir la com­
binación que genere los efectos más desfavorables sobre la estructura en estudio. 

El planteamiento del enfoque multivariado al problema estimación de aveni­
das de diseño en presas y obras ubicadas en redes de ríos resalta la necesidad 
de revisar los avances sobre el tema de funciones de distribución de valores ex­
tremos en más de una dimensión. Las distribuciones univariadas de valores extre­
mos se han usado ampliamente para describir la ocurrencia de gastos máximos 
anuales (por ej., Gumbel, 1941, 1944, 1945). NERC (1975) ofrece procedimientos 
para la aplicación de las tres distribuciones de valores extremos conocidas. La 
base de la teoría de valores extremos es el trabajo de Fisher y Tippet (1928), así 
como las investigaciones de Frechét (1927), Von Mises (1936) y Gnedenko (1943). 
Gumbel (1958, 1960a, 1960b, 1961 b, 1962, 1964 y 1967) propuso distribuciones 
bivariadas y algunos conceptos de la extensión multivariada. Clarke (1980) intro­
dujo la extensión bivariada de la función de distribución gamma mientras Tiago de 
Oliveira (1975a, 1975b, 1982) realizó importantes contribuciones a la teoría gene­
ral bivariada. Raynal (1985) trabajó con las funciones bivariadas con marginales 
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Gumbel y general de valores extremos (GVE) cuya extensión trivariada se pre­
senta en Escalante (1991 ). Algunos trabajos adicionales relacionados con el tema 
son los de Galambos (1978, 1984), Castillo (1988), Takahashi (1987, 1988), Joe 
(1990), Marshall y Olkin (1988), Pickands 111 (1981), Sarkar (1987), Smith et al. 
(1990), Tawn (1988 y 1990), Coles y Tawn (1991) y Daoji (1995). 

Como resumen de la revisión de la literatura y el estado del arte en el tema 
resulta plenamente justificado el planteamiento de nuevos métodos en la estima­
ción de avenidas de diseño, tanto en el caso de vasos de almacenamiento como 
en el de redes de ríos. 

Objetivo de la obra 

Este libro introduce un nuevo enfoque en la estimación de avenidas para el diseño 
de obras hidráulicas específicas. El enfoque planteado se aplica, en principio, a 
los casos de vasos de almacenamiento con capacidad de control de avenidas y 
las obras ubicadas en redes de ríos. 

En los métodos propuestos se considera una descripción multiparamétrica de 
las avenidas y se incorporan las características de las obras en estudio en el 
proceso de determinación de su propio evento de diseño. Dichos métodos tienen 
base física y correspondencia con los requerimientos reales del diseño de obras 
hidráulicas. 

Organización del libro 

Las dos metodologías que se han integrado tienen como base el denominado 
análisis de frecuencias conjunto, cuyo desarrollo completo se presenta en el capí­
tulo 1 y el que tiene una enorme aplicación potencial. Este capítulo incluye ade­
más una revisión de la teoría estadística multivariada de valores extremos y el 
desarrollo de un nuevo método de estimación de los parámetros del modelo logístico 
de Gumbel. También se incluyen las bases para la construcción y el uso de funcio­
nes multivariadas de valores extremos con marginales de dos poblaciones. 

La aplicación al caso del diseño de la capacidad de control de avenidas de los 
vasos se presenta en el capítulo 2. Este capítulo incluye algunos desarrollos pre­
vios requeridos en el proceso y que por sí solos representan resultados muy inte­
resantes en la hidrología de vasos. En primer lugar, se presenta una justificación 
teórica de manejar a los parámetros más importantes de un hidrograma como 

variables aleatorias. Enseguida se presenta una solución analítica aproximada de 
la ecuación de tránsito de avenidas en vasos para posteriormente desarrollar la 
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parametrización de hidrogramas mediante interpolantes hermitianos. Se incluye 
la aplicación de la solución analítica aproximada a un caso real y luego se proce­
de a la realización de un análisis de sensibilidad de los parámetros del hidrograma 
de entrada en la respuesta de vasos. Una vez establecida la mejor manera de 
considerar el problema del diseño de vasos, se presenta la metodología completa 
para la estimación de avenidas. Aquí se han incluido dos ejemplo ilustrativos del 
método propuesto. 

En el capítulo 3 se presenta la metodología aplicada al caso de estimación de 
eventos para el diseño de obras ubicadas en redes de ríos, la cual se ha ilustrado 
con un ejemplo completo. 

Finalmente, se establecen los comentarios finales acerca de las aplicaciones, 
así como las líneas de investigación que se han identificado. 
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1 Teoría estadística y análisis de frecuencias conjunto 

En este capítulo se presenta la base estadística sobre la cual se desarrolla el 
denominado análisis de frecuencias conjunto, siendo este último el concepto bá­
sico para el planteamiento de los nuevos enfoques para la estimación de avenidas 
de diseño. 

Aún cuando el objetivo principal de este capítulo es presentar la teoría de 
funciones de distribución de probabilidad multivariadas de valores extremos, así 
como las aportaciones de este trabajo a la misma, resulta conveniente recordar 
algunos conceptos básicos de la teoría de las probabilidades, los cuales servirán 
para los planteamientos posteriores. 

1. 1 Algunos conceptos básicos de probabilidad 

El concepto de probabilidad se apoya en las hipótesis de que el espacio de even­
tos S es finito y que los eventos elementales del espacio S son igualmente posi­
bles. Como es sabido, la probabilidad de que ocurra un cierto evento está entre 
cero y uno siendo estos extremos los casos de un evento imposible y uno seguro, 
respectivamente. 

Si A y B son conjuntos de eventos elementales en S, es posible asociar dos 
nuevos eventos dados por las condiciones ·~anto A como B ocurren" y "o bien A, 
o bien 8, o bien ambos ocurren". En el primer caso el nuevo evento contiene todos 
los eventos elementales que son comunes a A y By lo llamamos intersección de 
eventos; en el segundo caso el nuevo evento contiene todos los puntos muestrales, 
con la excepción de los que no pertenecen a A ni a By lo llamamos unión de 
eventos. Si dos eventos no pueden ocurrir simultáneamente, se dice que son 
mutuamente excluyentes y se cumple que A n B = 0 

Existen dos leyes básicas para la determinación de las probabilidades de 
eventos resultantes de la unión y la intersección de eventos elementales, y son 
conocidas como las leyes de adición y multiplicación de probabilidades, las cua­

les se generalizan para el caso de n eventos como se indica a continuación. 
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Ley de adición de probabilidades 

La generalización de esta ley ha sido referida como la fórmula de inclusión- exclu­
sión en algunos textos (Castillo, 1988; Kendall y Stuart, 1963, 1967; Mood el al., 
1974). 

Sean E1, E2, ... , En, n eventos arbitrarios. Entonces la fórmula de inclusión­
exclusión resulta (Castillo, 1988): 

n n 
P(uE1) = LP(E1)- L P(E1,nE1,)+ L P(E1,nE1,nE1,)-... + 

i~1 i::::1 10:::i1<¡2sn 10:::i1<i2<i30:::n 

(-1)"+1 P(E1,nE1,n ... nE1) (1 .1) 

llamando 

sk.n = LP(E¡, nE,, n ... nE,,) (1.2) 
1si1o:::i2< ... dko:::n 

y recordando que: 

donde E', es el evento complementario a E,. Se puede expresar también que: 

(1.3) 

Ley de multiplicación de probabilidades 

La generalización de la ley de multiplicación de probabilidades para n eventos E1, 

i = 1 ,2, ... ,n está dada por la siguiente expresión, válida paran;, 2: 

p(~ E;)= 
1=1 

(1.4) 
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en donde P(BjA) P(AnB) es la probabilidad condicional de B dado que haya 
P(A) 

ocurrido A. 
Para el caso de neventos estadísticamente independientes E,, i; 1 ,2, ... ,n se 

cumple que: 

(1.5) 

1.2 Distribuciones de probabilidad 

La distribución de probabilidad acumulada o simplemente función de distribución 
se representa por F(X) y es la probabilidad del evento en el cual la variable aleatoria 
xtome cualquier valor igual o menor que un cierto valor dado de x, digamos x. Es 
decir, para una variable aleatoria continua se tendrá: 

X 

F(x); P(x :; x); J l(x) dx 

donde f(x) es la función de densidad de probabilidad, la cual no representa una 
probabilidad pero sí una medida de la intensidad de ésta en el punto x. F(x) es 
monótonamente no decreciente y cumple con O :; F(x) :; 1. Asimismo se cum­
ple que: 

f(x); dF(x) 
dx 

En la modelación de algunos fenómenos es necesario conocer el comporta­
miento simultáneo de dos o más variables aleatorias, por lo cual es común mane­
jar el concepto de probabilidad conjunta. 

Consideremos que se tienen n variables aleatorias de interés en el mismo 
espacio. Entonces la probabilidad de un evento tal que x1 :>x1, x2 :; x

2
, .•• , xn :; xn 

se denota por: 

donde F(x1, x2, ... , X
0

) es la función de distribución de probabilidades conjunta 
multivariada mientras que f(x1, x2 , ... , x0) es la función de densidad correspondien­
te. Igualmente, a f(x1 , x2 , ... , X0) le corresponde una cierta función de distribución 

acumulada que se denota, F(x1, x2, ... , xn) la cual está definida de una manera 
única y es monótonamente no decreciente en cada dirección x,. 
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Las funciones de densidad y de distribución acumulada están relacionadas 

por: 

por lo cual se cumple 

F(x 1 , x2 , ... , xn)= tt ... s_: t(x,, x2 , ... , Xn)dx1 dx2 ... dxn 

Cuando todas las variables excepto X¡ tienden a un límite infinito, F(x1, x2 , ... , 

xJ tenderá a un límite F¡(x), que es precisamente la distribución marginal de X¡ es 
decir: 

FJx¡) = F(-~<x> , ... ,.¡ea, X¡, -~eo, ... , -~eo) 

Si n-k variables aleatorias tienden al infinito, el límite de Fdefine una distribu­
ción marginal k-dimensional de las restantes k variables. Evidentemente una dis­
tribución conjunta n-variada debe cumplir con los axiomas básicos de la 
probabilidad, es decir: 

O <;F(x1 ,X2 , ... ,xn)'>1; F(=,=, ... ,=) = 1 y 

F(x1 , = , ... ,xn)=F(=,X2 , ... ,xn)= F(x1 , x2 , ... ,=) =O 

La ley de multiplicación de probabilidades indica que si las n variables aleatorias 
son estadísticamente independientes su función de distribución de probabilidad 
y, por tanto, su función de densidad de probabilidad cumple con: 

F(x1 , x2 , ... , xn)= F,(x1)F2 (x2 ) ... Fn(x,) 

f(x1 , x2 , ... ,xn) = t,(x,)f2 (x2 ~-.tn(xn) (1.6) 

donde F¡(x¡) es la distribución marginal de X¡, y f¡(x¡) es la correspondiente densi­

dad marginal de xr 
En la práctica, la independencia estadística de las variables aleatorias es una 

propiedad que puede ser atribuida por el ingeniero al suponer que éstas no se 
encuentran relacionadas de ninguna manera (Benjamín y Cornell, 1970). 

El concepto de independencia es usualmente muy importante para aplicar 

con éxito la teoría de las probabilidades. Desde un punto de vista práctico el aná­

lisis de muchos modelos probabilísticos sería muy complejo si no se adoptase el 
supuesto de independencia de ciertas variables aleatorias en situaciones claves. 
Sin embargo, aunque la consideración de independencia estadística entre los 

eventos implica una simplificación en el análisis, este hecho puede no correspon-
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der a la realidad física del fenómeno. Por esta razón, la consideración de indepen­
dencia debe analizarse en forma detallada para los eventos involucrados en un 
problema específico. 

1.3 Funciones de distribución de probabilidad mu/tivariadas 

Entre las funciones de densidad y distribución de probabilidad multivariadas más 
conocidas y aplicadas se encuentran la función normal y la función lag-normal, 
las cuales están dadas por formas multivariadas explícitas (Yevjevich, 1982). Cabe 
agregar que en la literatura se pueden encontrar las formas bivariadas de varias 
distribuciones; sin embargo, las extensiones multivariadas no son comunes. En 
este sentido, Johnson y Kotz (1972) han realizado una importante labor de recopi­
lación de las funciones continuas multivariadas. 

1.4 Funciones multivariadas de valores extremos 

Las distribuciones de valores extremos han sido ampliamente utilizadas para el 
ajuste de la distribución de eventos hidrológicos extremos, como por ejemplo los 
gastos máximos de un río o las lluvias máximas, desde su introducción en este 
campo por Gumbel (1954). Por esta razón y debido a la naturaleza de los fenóme­
nos que se pretenden modelar aquí, se establecerán mayores detalles acerca de 
las propiedades de estas distribuciones. 

Sea x = ~r1J,x(2i, ... ,xrn! )E 'Rk un vector aleatorio n-dimensional con función 

de distribución: 

F( ) - F( ) = p( (11 < (21 < (ni < ) X- x1,x 2 , ... ,xn- x _x 1 ,x _x2 , ... ,x _xn 

Sean también x 1, x2, ... , xn vectores (independientes) en 'Rk 

La teoría de valores extremos se basa en las llamadas estadísticas de orden, 
las cuales tienen su origen en las propiedades que poseen las muestras de varia­
bles aleatorias cuando éstas son ordenadas de acuerdo con algún criterio. En 
particular, si la muestra es ordenada de mayor a menor (de acuerdo con el valor 
de las variables aleatorias), existen dos casos de particular interés, los cuales 
están dados precisamente por los extremos de dicho ordenamiento. Es decir, 

Z Ul = ma·x(x (11 x (21 x (ni) n 1 • 2 , ... , n 
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Estos dos casos dan lugar a la teoría de valores máximos y mínimos, lo que 
se conoce con el nombre genérico de teoría de valores extremos, la cual tiene un 
papel esencial en nuestra aplicación. En particular, nuestro interés se encuentra 
en el extremo superior del ordenamiento, por lo cual de aquí en adelante nos 
referiremos exclusivamente a la teoría de valores máximos. 

De acuerdo con lo anterior, es posible introducir la notación 

Z - (z11} 12} (k)) n- n • Zh • ... , Zn · 

Entonces, el vectorZn es el correspondiente a los máximos valores de los vectores 
aleatorios. 

La existencia de las distribuciones de valores extremos, se basa en el cumpli­
miento del llamado postulado de estabilidad, el cual es una extensión del teorema 
del límite central dentro de la teoría de los valores extremos. Este teorema fue 
establecido primeramente por Fisher y Tippet (1928) y probado después de una 
forma general por Gnedenko (1943). El postulado de estabilidad se expresa de la 
forma siguiente (Galambos, 1978). 

"Supongamos que existen secuencias 

an = (a~t), alfl, ... , a~ k)) Y bn = (ph'l, b\:'), .. ., bhk)) 

de vectores (no aleatorios) tales que para cadaj, 1 ,;j $k, bW> >o, y que la función 
de distribución Fn(ah') + bh'l z1, ... , alt'l + bhk) z.) del vector normalizado (Zn-an)/bn 
converge débilmente a una función de distribución H(Z1,Z2 , ... ,Zk), cuyas margi­
nales univariadas ~(Z), 1 $ j $ k son no degeneradas. Cabe señalar que las 
operaciones se llevan a cabo componente a componente. 

Tal función de distribución multivariada H(Z1,Z2 , ... ,Z k) se llama función de 

distribución de valores extremos (para máximos en este caso)". 
A su vez, la convergencia débil, también llamada convergencia en distribución 

se define de la forma siguiente. Sea {Fn (x)) una secuencia de funciones de distri­
bución de probabilidad que depende de n, siendo éste un entero positivo. Si F(x) 

lim Fn(x) = F(x) 
es una función de distribución y si para cada punto xen el que 

n-->~ 

F(x) es continua, entonces Fn(x) converge en distribución o débilmente a F(x) 
(Hogg y Craig, 1978). 

Por otro lado, una distribución F(x) se denomina degenerada si tiene una pro­
babilidad de 1 concentrada en un solo punto (Hogg y Craig, 1978). 

Dentro de los hallazgos principales en la teoría de los valores extremos se ha 
encontrado que para el cumplimiento del postulado de estabilidad, las distribucio-
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nes marginales univariadas deben ser algunas de los siguientes tipos (Gumbel, 

1958): 
Tipo l. Distribución Gumbel o Doble exponencial 

F1(x)=exp(-exp(-x)) -oo<X<oo (1.7) 

Tipo 11. Distribución Fréchet 

F2 (x)= exp(·x-"l x >o, a> o 

F2 (x) =0 x ~O (1.8) 

Tipo 111. Distribución Weibull 

F3 (x)=exp[- (-x)"] x~O.a>O 

F3 (x)=1 X>O (1.9) 

En las expresiones (1.7) a (1.9), x es una variable estandarizada o normali­
zada (adimensional). 

Estos tres tipos se conocen también como las distribuciones de fa primera, 
segunda y tercera asíntota o tipo respectivamente. 

Entre éstas se ha encontrado que la distribución Weibull o de valores extre­
mos Tipo 111 es aplicable a problemas de valores mínimos más que máximos de 
las variables aleatorias (Herbert, 1981 ). También es frecuente, que la distribución 
Gumbel o de valores extremos Tipo 1 represente en forma convincente la distribu­
ción de valores máximos de escurrimientos, lluvias y otros fenómenos meteoroló­
gicos (Galambos, 1978). 

Algunas distribuciones univariadas se han desarrollado a partir de soluciones 
particulares del postulado de estabilidad, el cual debe satisfacerse en cualquier 
distribución de extremos. 

Jenkinson (1955), obtuvo la solución general de la ecuación funcional que 
deben satisfacer los valores extremos (postulado de estabilidad), tal y como ha­
bían establecido Fisher y Tippett. La solución fue designada por autores posterio­
res a él como Distribución General de Valores Extremos y conocida comúnmente 
como GVE. La función de distribución está dada por: 

f[ ( ) ]1/'l F(x)=exp l- 1· x~u k j (1.10) 
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donde: 
u es un parámetro de ubicación 
o es un parámetro de escala, (o> O) 
k es un parámetro de forma 

La distribución GVE representa directamente las distribuciones de valores 
extremos Tipos 11 y 111, mientras que la distribución Tipo 1 resulta de una condición 
límite. Efectivamente, cada tipo de distribución está caracterizado por el valor del 
parámetro de forma como se demuestra a continuación. 

Cuando se tiene k-> O, se obtiene la distribución Gumbel o de valores extre­
mos Tipo l. 

Para k-> O, se tiene que: 

F1(x) = lim 

k->0 

- x-u 
Llamando x = --0~ se puede escribir que: 

F1(x) = lim exp~ (-k xflk J 
k->0 

lo que resulta en: 

F1(x) = exp(- exp(- x)) 

La distribución Fréchet o de valores extremos Tipo 11, se obtiene cuando el 
parámetro de forma es negativo (k< O). 

En este caso, cuando k< O, se puede introducir la variable a=-Y,: , por lo 

que se puede escribir: 

F2 (x) = ex+[x:a r} , con a> O. 

- x+a 
lo que con el cambio de variable x 2 =---,conduce a: 

a 
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Finalmente, la distribución Weibull o de valores extremos Tipo 111, se alcanza 

cuando el parámetro de forma es positivo (k> O). 

Aqui, se puede introducir la variable a.= X, lo que sustituido en la función 

GVE produce: 

F3 (x) = ex+ [- x: a. n , con a. > o 

si se llama x3 = x-.c=, finalmente se obtiene: 
a. 

Galambos (1978) establece también que para que una distribución multivariada 
sea de valores extremos es necesario, pero no suficiente, que las distribuciones 

marginales sean de valores extremos. Por otro lado, se tiene que F(x) determina 
en forma única a todas las marginales, sin embargo lo contrario no es verdadero, 
ya que existen varias posibilidades de F(x) para marginales dadas F¡{x), 1 <ój<ó k, 
aunque no existe una completa libertad en la elección de F(x). Entre las condicio­
nes más importantes que se deben satisfacer se encuentran las siguientes. 

Fronteras de Fréchet (Fréchet. 1927) 

Sea F(x) una función de distribución k-dimensional con marginales F¡(x), 1 Soj<ó k. 
Entonces, para todas las x1, x2, .•. , xk, se cumple que: 

máx( o.t,F¡(x¡)-k+1]<ó F(x,, ... ,xk) 5o min(F,(x,), .. .,Fk(xk)) (1.11) 

Aunque para k grande, la frontera inferior tiende a ser trivial, en el caso bivariado 
(k= 2) ésta es una guía útil en la construcción de distribuciones bivariadas con 
marginales dadas (Galambos, 1978). 

Condición de Galambos (Galambos, 1984) 

Otra propiedad que deben satisfacer de las distribuciones multivariadas de valo­

res extremos es la presentada por Galambos (1984), introducida previamente por 
Tiago de Oliveira (1962, 1963}, y que consiste en la desigualdad siguiente: 

F(x,, x2, ... , xk )2 F1(x,)F2 (x2) ... Fk(xk) (1.12) 
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La expresión (1.12) indica que la función de distribución conjunta multivariada 
es siempre mayor o igual que la función de distribución correspondiente al caso 
en que se cumple la independencia estadística entre las variables. 

Algunos autores han estudiado con mayor detalle el caso especial de las dis­
tribuciones bivariadas de valores extremos y han extendido sus hallazgos a fun­
ciones multivariadas, como por ejemplo Tiago de Oliveira (1962, 1963), Gumbel 
(1960a), Marshall y Olkin y Mardia (Galambos, 1978). Se han propuesto varios 
modelos bivariados entre los que destacan la distribución Morgenstern, la Gumbel 
tipo 1 y Gumbel tipo 11, la Marshall y Olkin y la Mardia (Castillo, 1988). 

Gumbel (1962) demostró que existen tres posibles funciones para distribucio­
nes bivariadas de valores extremos para máximos, a saber: 

1. Tipo Gumbei-Gumbel, en donde las dos funciones marginales son Gumbel. 
2. Tipo Gumbei-GVE, en donde una de las funciones marginales es Gumbel y 

la otra es general de valores extremos. 
3. Tipo GVE-GVE, en donde ambas funciones marginales son tipo GVE. 

Escalante (1994) ha desarrollado algunas extensiones trivariadas de los mo­
delos, dando lugar a lo que él mismo ha denominado distribuciones VET111, 
VET112, VET122 y VET222 En su nomenclatura. 1 y 2 representan el uso de 
distribuciones marginales del tipo Gumbel y General de Valores Extremos, res­
pectivamente. 

Los modelos para la construcción de funciones multivariadas de valores ex­
tremos, pueden clasificarse en dos clases: los diferenciables y los no diferenciables 
(Raynal, 1985). 

Los resultados obtenidos porTiago de Oliveira (1962, 1963) y Gumbel y Mustafi 
(1967) consideran explícitamente, para el caso bivariado, dos posibles funciones 
de distribución de probabilidades diferenciables: 

El modelo mixto: 

F12 (x,,x2 )=F,(x,)F2 (x,)exp {a[ 1
( )+-_1__( )J.'} 

-lnF1 x1 -lnF2 x 2 

(1 13) 

y el modelo logístico: 

F,2(x,,x2 )= exp(- { [-In F1 (x1 )J" +[-In F2(x2) r ~ J (1.14) 

donde F1(x1) y F2(x2) son alguna de las tres posibles distribuciones marginales 
mencionadas anteriormente. El segundo modelo recibe dicho nombre ya que la 
diferencia entre dos marginales Gumbel reducidas sigue la distribución logística, 
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mientras que el modelo mixto tiene una función de dependencia (Castillo, 1988), 
que resulta de una mezcla de funciones para los casos de independencia y com­
pleta dependencia cuando las marginales son Gumbel (Tiago de Oliveira, 1982). 

En las expresiones anteriores X; es una variable estandarizada y a Y m son 
parámetros de asociación restringidos a O,; a,; 1 y m~ 1. Los casos con a= O y 

m= 1 corresponden al hecho de que x1 y x, sean estadísticamente independien­
tes, de tal forma que las expresiones (1.13) y (1.14) se simplifican llevando a que 
la función de distribución es el producto de las distribuciones marginales. 

En el caso bivariado, los parámetros de asociación se encuentran relaciona­
dos con el coeficiente de correlación lineal entre las variables aleatorias y resultan 
estar dados por las expresiones que se presentan a continuación. 

Para el modelo mixto (Tiago de Oliveira, 1962): 

(1 .15) 

Para el modelo logístico (Gumbel et al., 1967): 

1 
p=1--- (1.16) 

m' 
en donde como es sabido, el coeficiente de correlación lineal está definido como: 

Cov(x1,x2 ) 
p 

ax¡ax2 
(1.17) 

donde Cov (x1, x2) es la covarianza entre x
1

, x2 yau es la desviación estándar de u. 
Resulta evidente que los casos a= 1 y m=~ corresponden a la completa 

dependencia entre las variables (p = 1 ). 
Las relaciones analíticas entre el coeficiente de correlación lineal y el parámetro 

de asociación para modelos en más de dos dimensiones no se conocen. 
Raynal (1985) estudió con cierto detalle el modelo mixto y el logístico y llegó 

a establecer que el modelo logístico es el más apropiado para la aplicación en 
problemas de análisis de frecuencias debido a su mayor flexibilidad. Por otro lado, 
Tiago de Oliveira (1982) establece que cuando las muestras son muy pequeñas 
ambos modelos pueden funcionar bien, pero afirma que el modelo logístico "ad­
mite alternativas que pueden estar lejos de la independencia". Para el modelo 
mixto, establece "las variaciones pequeñas del coeficiente de correlación mues­

tran que la desviación de la independencia es muy pequeña y por lo tanto difícil de 
detectar". 
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Con estos antecedentes, parece apropiado utilizar el modelo logístico en los 
desarrollos propuestos, razón por la cual se mencionan características y detalles 
adicionales acerca de éste. 

La extensión multivariada del modelo logístico ha sido establecida por Gumbel 
(1960b) como: 

exp (- {[-In F,(x,)r +[-In F2 (x2 )r + ... + [-lnFn(xnlr t) 
(1.18) 

donde F,(x,) es la distribución marginal de x, y m es el parámetro de asociación (m 

" 1) 
En forma general se tiene que si m= 1, lo que indica independencia estadís-

tica, se cumple que: 

Para m_,=, p...., 1, lo que representa el caso de dependencia total, la función 
de distribución multivariada es: 

F(x,,x 2, ... ,x n; =) = mín[F1 (x1 ),F2 (x2 ), •. ..Fn (x n )] (1.19) 

lo cual ha sido demostrado por Johnson y Kotz (1972). 
Cuando las distribuciones marginales tienen una distribución de valores ex­

tremos tipo 1 (Gumbel), el modelo logístico general proporciona la distribución 
multivariada de valores extremos Gumbel, la que en forma explícita es: 

F(x1,x2, ... ,Xn)= 

x1 -u1 ~-u2 Xn-~ 1 [ [ ) { ) { J~Ym} ex - exp -m-----¡;;-- +ex -m a
2 

+ ... +ex -m------¡;~-~-

(1.20) 

donde u1,u2 , ... , un y a 1,a2 , •.. ,an son los parámetros de ubicación y escala para 

la estandarización de la variable aleatoria. 
Las formas bivariada y trivariada de este modelo son ampliamente conocidas 

y han sido usadas con fines hidrológicos (Raynal, 1985 y 1990; Escalante, 1991 y 
1996). Las funciones de densidad para estos modelos son, respectivamente: 
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Función de densidad bivariada Gumbel (función biGumbel) 

exp(-m_x2 -u2 ) plmi-2 {m-1+[exp(-m_x 1-u,) + exp(-m x 2 -u2 ) ¡t~m} 
~ ~ ~ 

Función de densidad trivariada Gumbel (función triGumbel) 

donde: 

E= exp A+ exp 8 + expC 

1.5 Estimación de parámetros de las funciones 
de distribución de valores extremos 

(L21) 

(1.23) 

Ya que las funciones de densidad y distribución de probabilidad generadas por las 
extensiones multivariadas de los modelos de valores extremos son muy comple­
jas, la estimación de los parámetros de la distribución por el método de los mo­
mentos resulta muy laboriosa. Una excelente alternativa es la utilización de la 
metodología de la máxima verosimilitud. 

El método de la máxima verosimilitud genera estimados consistentes de los 
parámetros que describen la distribución, lo cual no se encuentra fácilmente en 

otros métodos de estimación (Hogg et al., 1978). 
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Es conveniente recordar que un estimador en es consistente para el parámetro 
e si (Mendenhall el al., 1 994): 

n--;= 

donde el subíndice n implica que el estimador se ha obtenido a partir de una 
muestra de tamaño n y e es un número positivo arbitrario. En otras palabras, pode­
mos decir que un estimador es consistente si éste se aproxima cada vez más al 
valor real del parámetro a medida que la muestra, a partir del cual se calcula, 
crece en tamaño. 

La función de verosimilitud de n variables aleatorias está definida como la 
densidad conjunta de las n variables y es una función de los parámetros. Es decir, 
SI los vectores 

representan una muestra aleatoria de tamaño k de una densidad n-variada f, la 
función de verosimilitud correspondiente es (Mood et al., 1 974): 

k 

L(x 1,x 2 , ... ,xn;8)= f1 t(x, ;e) 
k1 

donde e es el vector de los parámetros. 

(1.24) 

El máximo de L(x1,x2 , ... ,x";e) ocurre en el mismo punto que el máximo de 

LL(x 1,x 2 , ... ,xn;e). la función logarítmica de verosimilitud, la cual, en este caso, es 
más fácil de manejar que L. La función logarítmica de verosimilitud se puede es­
cribir entonces como: 

k 

LL(x,,x2 , ... ,xn;e)= :¿lnf(x,;e) 
i=1 

Se dice entonces que los estimadores de máxima verosimilitud de los pa­
rámetros de la distribución multivariada son aquellos valores para los cuales se 
maximiza la función de verosimilitud o la función logarítmica de verosimilitud. 
La maximización puede realizarse con cualquier algoritmo de optimización como, 
por ejemplo. el planteado por Rosenbrock (1960) para el caso de múltiples varia­
bles con restricciones. 
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Para la distribución biGumbel, la función logarítmica de verosimilitud resulta 

(Raynal, 1985): 

(1.25) 

1 

l ( (x1i-u1 JJ [ (x21-u2 JJim exp -m ~ ~;~- + exp -m ·-
2

- · ) 

Para el caso de la distribución triGumbel se tiene que: 

k 

LL(x,, X 2 , x 3 ; e)~ -~na 1 + lna 2 + lna 3 ]L A B C (- E 11 
m )1n{(2m 2 -3m+ 1 )E 11

m-
3 

; 

(3m_ 3) E21m~3 + E31m~3} (1.26) 

donde A, B, C y E están dadas por las expresiones (1.23). 
En el caso en que las muestras tengan diferentes periodos de registro, el 

procedimiento de estimación de los parámetros por máxima verosimilitud presen­
ta algunas variantes. Los detalles de estas metodologías pueden consultarse en 
Raynal (1985) para el caso bivariado y en Escalante (1991) para el caso trivariado. 
Extensiones para los casos de mayores dimensiones no son del conocimiento de 
los autores. 

Como se mencionó, el parámetro m ·8presenta el grado de asociación entre 
las variables aleatorias pudiendo variar desde m= 1 , para el caso de completa 
independencia, hasta el caso m_.~ para la condición de dependencia total. 

Para el caso bivariado, el parámetro de asociación m puede estimarse a partir 
del coeficiente de correlación, según la expresión (1.16) o bien mediante su rela­

ción con la desviación estándar de las diferencias reducidas de las variables 
aleatorias (Gumbel et al., 1967). Sin embargo, hasta donde se sabe, no existen 
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relaciones explícitas para la estimación de m para funciones en más de dos di­
mensiones. Escalante (1991 ), por ejemplo, selecciona un valor predefinido para 
este parámetro al trabajar las funciones trivariadas. 

Ahora bien, con respecto a la estimación de los parámetros de estas distribu­
ciones se puede establecer lo siguiente. Supongamos que todos los parámetros 
de ubicación, escala y asociación se incluyen en la función de verosimilitud, la 
cual deberá maximizarse para la estimación de tales parámetros. 

Si se consideran valores arbitrarios, pero fijos, de los parámetros de ubica­
ción y escala y además, para el caso bivariado, se introduce la notación: 

, x1i -u1 
X1¡=----

a, 

se puede escribir: 
n 

LL( x 1,x2 ,u1,a1,u2 ,a2;m) =K, + L -m x'1; -mx'2; + 
Í==1 

In (exp (-m x' 1; ) + exp (-m x',; ))-112 + 

In [ m -1+ (exp (-m x',; ) + exp (-m x'2 ; ));!; }(exp (-m x',; ) + exp (-m x' 2; 

1 

))m 

Resulta claro que para m -> = , se tiene que exp (-m x'1; )->O y 

exp (-m x'2; ) -> O , por lo cual muchos términos desaparecen, persistiendo sin 

embargo, los términos en los cuales m es un coeficiente. Con esto se tiene que L 
_, = y también LL _,=.Este breve análisis establece que, necesariamente, la 
maximización de la función de verosimilitud conducirá a m==. El caso trivariado 
obedece, desde luego, al mismo procedimiento. 

Por otro lado, ya que el parámetro m representa una medida de la posible 
dependencia entre las variables, resulta razonable plantear su estimación a partir 
de la muestra de las variables aleatorias. Por estas razones, el parámetro de aso­
ciación quedará excluido del proceso de optimización de la función de verosimi­
litud. 

En vista de que no se dispone de método alguno para estimar el parámetro de 
asociación del modelo logístico para el caso multivariado general con marginales 
Gumbel, se ha desarrollado aquí un nuevo procedimiento. Este método es una 
extensión del procedimiento denominado método basado en el contenido de los 
cuadrantes presentado por Gumbel y Mustafi (1967), el cual ha sido aplicado al 
caso bivariado solamente. A continuación se presentan las bases teóricas del 
método propuesto. 

40 



TEORÍA ESTADÍSTICA Y ANÁLISIS DE FRECUENCIAS CONJUNTO 
------'-'- . --. --· ---

La extensión multivariada del modelo logístico planteada por Gumbel (1960) 

está dada por la ecuación (1.18) como : 

F(x1,X2 , ... ,xn;m)=exp(-{ [-lnF1 (x1)J"+[-InF2 (x,)J"+ ... +[-InFn (xn)J" f J 

la cual es una función de distribución de probabilidad estable con distribuciones 

marginales F¡(x,), i = 1 ,2, . .. ,n. 
El parámetro m cumple con 1 < m< = , mientras la condición de Galambos 

(ec. 1.12) establece que: 

Si se considera que las distribuciones marginales siguen funciones Gumbel 
(primera asíntota o de valores extremos tipo 1, Gumbel, 1958) se tiene que: 

(1.28) 

Al introducir las variables estandarizadas (reducidas) según la transforma­
ción lineal 

- X¡ -U¡ 
X¡=----

a¡ 
(1.29) 

las funciones de probabilidad de valores extremos Gumbel para las marginales 
pueden simplificarse como: 

F(x 1) = exp(- exp(- x1 )] 

F(x 2 ) = exp(- exp(- x2 )] 

y no contienen ningún parámetro. Por lo tanto, la función multivariada puede escri­
birse como: 

(1.30) 

la cual sólo contiene a m como parámetro desconocido. 
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Considérese ahora, el punto fijo dado por las medianas de las distribuciones 

marginales, denotadas por x 1,x2 , ... ,xn y las cuales están dadas, por definición, 

como: 

F(J(f) = e·e '' = 0.50 

- -

de donde se obtiene que: x 1 =x2 = ... =xn =0.36651292. 

Las expresiones ;;, = x, , i = 1, 2, ... , n definen rectas en dos dimensiones, 

planos en tres dimensiones e hiperplanos en cuatro y más dimensiones. Dichas 
rectas, planos e hiperplanos dividen el espacio n-dimensional en 2" regiones. De 
esta manera, para n = 2 se tienen cuatro cuadrantes, para n = 3, se tienen ocho 
octantes y así sucesivamente. 

Ya que las medianas son iguales, los valores de las distribuciones margina-

les correspondientes a ellas también lo serán y la probabilidad F(x,, x;, ... ' X~) o 

F(x1,x1, ... ,x1) a lo largo de la diagonal, será una potencia de la función de pro­

babilidad marginal, resultando que la probabilidad de no excedencia del punto fijo 
es: 

-- - r J ( -) 11">Ym ,x. 
F(x1,x2 , ... ,xn;m)=lexpt-exp-x ~ =2- m (1.31) 

habiendo sustituido x = 0.36651292. 

Ya que F(x1,x2 , ... ,x;;m) = P(x, < x 1,x2 < x 2 , ... ,xn < .Xn), ésta será entonces, 

la probabilidad correspondiente a una de las 2" regiones descritas anteriormente, 
la cual se designa como la primera porción. A la probabilidad teórica correspon­

diente a cada porción se le llama contenido teórico de acuerdo con la nomencla­
tura utilizada por Gumbel y Mustafi (1967) en el método original. 

Asimismo, aprovechando las propiedades del punto fijo dado por las media­
nas y la fórmula de inclusión-exclusión (ecuaciones 1.1 a 1.3), la cual es la ge­
neralización de la ley de adición de probabilidades, se obtiene la expresión 

para la probabilidad de excedencia de la mediana en las n direcciones, 

P(x, ¿ )(,,;;, ¿ ;,, ... ,xn ¿ xn) la cual se designa como G(x1,x2 , ... ,x-n). La de­

mostración se presenta a continuación. 
Sean los eventos E1 = {x, s x1} y sus correspondientes eventos complemen­

tarios E'¡= {X,> x¡}. 
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La función de distribución (de no excedencia) puede escribirse como: 

F(x1,x2 , ... ,xn) = P(x1 < x,,x2 < x2 , ... ,xn < xn)= P(flE, J 
¡o:d 

mientras que la función de excedencia está dada por: 

G(x,, x2····· Xn) = P(x, "'x,,x2 "'X2, ... ,Xn "'Xn )=P(rlE', J 
1=1 

De acuerdo con la expresión (2.3), Castillo (1988) y Galambos (1978), se 

tiene que: 

en donde se puede recordar que S0 = 1. ,n 
Galambos (1978) establece y demuestra que existe una relación para S que 

permite simplificar el cálculo de las probabilidades. Tal expresión, la cual presenta 
también Castillo (1988), está dada por: 

Recordando que: 

se puede escnbir: 

Sk.n = [: r(x,, X2, ... , Xn) 

siendo l:) el coeficiente binomial. 

Con esto 
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lo que de acuerdo con las propiedades del punto dado por las medianas, resulta 
finalmente en: 

;1+ I<-1)k (nJ 2-kYm 
k"' k 

(1.32) 

Utilizando las expresiones (1.31) y (1.32) se pueden obtener los contenidos 
teóricos de la totalidad de las porciones. Por supuesto se debe cumplir que el 
contenido teórico en las porciones a ambos lados del punto mediano en las n 
dimensiones debe ser 0.50. 

Como ejemplo, las tablas 1. 1 y 1 .2 muestran los contenidos teóricos de las 
porciones para el caso bivariado y trivariado respectivamente. 

Tabla 1.1 Contenido teórico para el caso bivariado. 

Cuadrante Descripción Contenido teórico 

2-2Ym 

2 
1 -2Ym -·-2 
2 

3 2_,v, 
- - 1 2-2Ym 4 x1 > x,x2 < x --

---- ---~~---------- __ _2__---

Tabla 1.2 Contenido teórico para el caso trivariado. 

Octante Descripción 

- - -x1 <X,X2 <X,X3 <X 

2 - - -X 1 <X,X2 >X,X3 <X 

3 - - - -
X 1 >X,X2 >X,X 3 <X 

4 - - -x1 > x,x 2 < x,x 3 < x 

5 - - -X 1 <X,X2 <X,X3 >X 
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Tabla 1.2 (conclusión) 

6 

7 

8 

2' 

Obviamente en todos los casos se debe cumplir que Le, = 1, donde e, es el 
i::1 

contenido teórico de la porción i. 
Sean ahora 3 1 , 3 2 , .. . , 3n, las frecuencias relativas observadas en las porcio· 

nes 1, 2, ... , n respectivamente. Estas frecuencias observadas se obtienen direc· 
lamente de la muestra multivariada. 

El método de estimación propuesto consiste en igualar el contenido teórico 
de cada porción con su correspondiente frecuencia relativa observada. Este pro­
ceso permite obtener 2n estimados del parámetro m (en general diferentes). Un 
sólo valor del parámetro de asociación se puede obtener minimizando el error 
cuadrático de estimación, el cual esta definido por: 

2" 

EE = I,(e, -~;)2 (1.33) 

i=1 

donde n es el número de variables involucradas en el análisis. 
Ya que la distribución conjunta multivariada no se conoce al inicio del cálculo, 

no es posible conocer tampoco las distribuciones marginales y las variables red u· 
cidas. Por esta razón, se propone aquí el procedimiento de estimación iterativo 
descrito a continuación. Se pueden estimar valores iniciales para los parámetros 
de escala y forma de las distribuciones marginales mediante el ajuste de distribu­
ciones Gumbel univariadas a los datos registrados. Con esto se puede construir 
la función multivariada y determinar el primer estimado del parámetro de asocia· 
ción m; una vez conocido m es posible caracterizar la función multivariada, calcu­
lar las medianas y las frecuencias relativas observadas en cada porción y 
determinar un nuevo valor del parámetro m. El proceso iterativo terminará cuando 

se obtenga el mismo valor del parámetro m en dos cálculos consecutivos. En 

cada iteración, se propone utilizar el método de la máxima verosimilitud para la 
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estimación de los parámetros de escala y forma de la distribución. Al final del 
proceso se dispondrá de la función multivariada completamente caracterizada. 

La condición 1,; m ,; = impone ciertas restricciones en los valores de las 

frecuencias teóricas de las porciones. Por ejemplo en el caso bivariado se tiene 
que: 

o.125,; e, s o.5o 

0.125,; c3 ,; o.5o 

05C2 50.375 

o$ c. $0.375 

Mientras que para el caso trivariado se tendrá que: 

0.1255C1 $0.50, 05C2 50.125, 05C3 50.125, 

O,; C5 ,; 0.125, O,; C6 ,; 0.125, 0.125,; C7 ,; 0.50, 

05C4 $0.125, 

O$ C8 $0.125 

si '3 cae fuera de estos intervalos en alguna porción, dicha porción no podrá ser 
utilizada en la estimación del parámetro de asociación m. 

1.6 Funciones de distribución con poblaciones mezcladas 

En la mayoría de los análisis de frecuencias se considera que los datos provienen 
de una sola población básica. Sin embargo, en hidrología por ejemplo, es muy 
frecuente encontrar que los fenómenos son el resultado de factores causantes 
distintos. Este hecho fue reconocido por Hazen (1930) quién planteó la existencia 
de poblaciones mezcladas en las muestras de datos y, por tanto, en el análisis de 
frecuencias. En estos casos, la distribución de la variable aleatoria es una combi­
nación de dos o más distribuciones básicas. 

La presencia de poblaciones mezcladas puede producirse principalmente en 
sitios donde sea factible tener eventos de naturaleza distinta. En el caso de escu­
rrimientos, éstos podrían ser producidos por lluvias o bien por deshielos, o quizás 
por convección normal o bien por ciclones y huracanes. 

Por las razones anteriores, se presentan a continuación algunas considera­
ciones sobre el uso de funciones de probabilidad de poblaciones mezcladas en el 
caso multivariado. 

Si f,(x) para i; 1 ,2, ... , r representan funciones de densidad de probabilidad 
(fdp) y 1-..1 para i;1,2, ... , rson factores de ponderación cumpliendo con 1-..1 ~O y 

' 
2,1-.., ; 1, entonces se tendrá que: 
1=1 

' 
fx(x); 2,A.,t1(x1 ) (1 .34a) 

i-=1 
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es una fdp denominada distribución mezclada ya que está compuesta de una 
mezcla de f¡(X¡. Resulta obvio que, en la distribución mezclada, los eventos perte­
necientes a las diferentes poblaciones son mutuamente excluyentes. 

Los parámetros A; pueden tomarse como la probabilidad de que la variable 
aleatoria pertenezca a la distribución de probabilidad l;(x), donde f,(x) es la distri­
bución de probabilidad de x dado que ésta pertenece a la i-ésima distribución. 

La distribución acumulada de x está dada por consiguiente como: 

(1.34b) 

La función de distribución de probabilidad así construida puede aplicarse en 
situaciones donde se identifiquen dos o más causas distintas para los eventos. 
Por ejemplo, en el caso de la presencia de dos poblaciones, digamos escurrimientos 
producidos por tormentas convectivas y otros generados por tormentas ciclónicas, 
las avenidas máximas producidas por convección pueden describirse a través de 
f1(x), mientras las generadas por ciclones lo harán mediante 12(x). Si "/..1 es la 
proporción o probabilidad de las avenidas generadas por tormentas convectivas y 
:A.2~ 1 -"/.., es la proporción de tormentas ciclónicas. entonces las ecuaciones (1.34a) 
y (1.34b) describirán la densidad y distribución mezclada de probabilidades de las 
avenidas máximas respectivamente. 

En México, el principal modelo para la construcción de funciones de probabi­
lidad para poblaciones mezcladas, es el desarrollado por González Villarreal (1970). 
Para el caso de dos poblaciones. el modelo está dado por: 

F(q)~ F1(q)[p+(t-p)F2 (q)] 
donde: 
q es la variable aleatoria, gasto en este caso, 
F1 (q) es la función de distribución de probabilidad (FDP) 
asociada con la población 1, 
F2(q) es la FDP asociada con la población 2, 
F( q) es la FDP de la mezcla de poblaciones y 
pes la probabilidad de que la variable pertenezca a la población 1. 

(1.35) 

En su forma más difundida, se acepta que ambas poblaciones siguen distri­
buciones del tipo Gumbel (valores extremos tipo 1), con lo cual la distribución 
mezclada resulta: 

F(x) ~ exp[- e-<x-u,)la., ~ + (1- p)exp[- e<x-uz)laz n (1.36) 
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donde: 
x es la variable aleatoria de la distribución. González desarrolló esta distribución 
utilizando Jos gastos máximos anuales como variables aleatorias, 
u

1
, u2 son Jos parámetros de ubicación asociados con las poblaciones 1 y 2 res­

pectivamente, 
a

1 
y a

2 
son los parámetros de escala asociados con las poblaciones 1 y 2 respec­

tivamente, 
pes la probabilidad de que x pertenezca a la población 1, 
F

1 
(x) y F

2
(x) son las FDP de las poblaciones 1 y 2, y 

F(x) es la FDP de la mezcla de las poblaciones. 

Con la formulación (1.35), González intentó tomar en cuenta la posibilidad de 
haber considerado un evento como perteneciente a la población 1 cuando real­
mente corresponde a la población 2. Por esta razón, existe una diferencia entre 
las construcciones (1.34) (parar= 2) y (1.35), la cual está dada por: 

FE(x)- FG(x) = (1- p)[F1(x)F2(x)- F2(x)j (1.37) 

donde F,j.x) y FG(x) son las formulaciones para el caso de eventos mutuamente 
excluyentes (1.34) y la propuesta por González respectivamente. 

Es evidente que para el caso p = 1, las dos formulaciones coinciden, pero a 
medida que el grado de segregación del fenómeno aumenta, las formulaciones 
pueden arrojar resultados muy distintos. 

La distribución mezclada propuesta por González presenta una clara incon­
sistencia, ya que para el caso en que p= O, es decir, que toda la muestra proven­
ga de la población 2, se tiene que F(x) = F1(x) F2(x), lo cual carece de sentido. 

Al introducir el concepto del periodo de retorno en las expresiones (1 .34) y 
(1.35) se puede establecer que para un gasto dado, TE?: TG, lo cual también impli­
ca que, para un periodo de retorno dado, la formulación propuesta por González 
Villarreal genera gastos mayores que la correspondiente a eventos excluyentes. 
Para fines de diseño, esta sobrestimación parece no ser un problema grave, sin 
embargo, la utilización de la distribución Gumbel propuesta por González puede 
conducir a un sobrediseño sistemático de las obras. 

Aunque la idea de González es valiosa, con respecto a la presencia de even­
tos ciclónicos y no ciclónicos, las herramientas actuales de pronóstico y rastreo 
de ciclones tropicales nos permiten garantizar la certeza en la segregación de la 
muestra, por lo cual no sería necesario considerar una cierta probabilidad de error 
en tal separación. 

El resultado de la discusión anterior nos conduce a afirmar que la construc­
ción de distribuciones con poblaciones mezcladas debe realizarse con base en la 
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expresión (1.34}. Naturalmente, este hecho se toma en cuenta para el estableci­
miento de las funciones multivariadas de valores extremos en las cuales se utili­

zan distribuciones marginales de poblaciones mezcladas. 
El concepto de las funciones de distribución con poblaciones mezcladas pue­

de extenderse al caso multivariado, sin embargo, la construcción de funciones de 
distribución multivariadas de valores extremos con marginales de dos poblacio­
nes no se encuentra completamente documentada. Escalante (1998) plantea la 
construcción de una función multivariada en la cual las distribuciones marginales 
son distribuciones Gumbel mixta (doble Gumbel). En su trabajo, Escalante utiliza 
la formulación correspondiente a eventos excluyentes y plantea la estimación de 

los parámetros en forma general. Dentro de estas misma ideas, se presenta a 
continuación un análisis del comportamiento general de estas funciones. 

Para establecer las condiciones de construcción de las FDP multivariadas 
con poblaciones mezcladas, considérese en principio el caso bivariado y supóngase 
que se desea ajustar las variables aleatorias x, y a una función de densidad o 
distribución conjunta f(x, y) o F(x, y}. Si existe evidencia de la existencia de pobla­

ciones mezcladas, la muestra de datos puede segregarse de la forma siguiente: 

x, y, 
x2 y2 
x, Población 1 y, Población 1 

x. Y. 
Xs _j Ys 

xn }"''~""' Yn 
J Población 2 

Entonces, las funciones F(X) y F(y) podrán ajustarse a distribuciones de dos 
poblaciones. Si las distribuciones de ambas poblaciones son del tipo 1 de valores 
extremos o Gumbel, se tendrá que: 
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La construcción de la función conjunta bivariada puede realizarse a partir e 
la extensión del modelo logístico propuesto por Gumbel (1960b) dada por (1.1 ), 
como: 

F(x,y; m)= exp[- { [-In F(x) J" +[-In F(y) J" t ) 
donde m es el parámetro de asociación. 

Introduzcamos las variables estandarizadas: 

x+a1 x+a2 x1 ::::--, X2::::--
c1 c2 

Para que F(x,y) sea una FDP adecuada, en primer lugar se tiene que cum lir 
con los axiomas básicos de la probabilidad. A saber: 

1) Si x-> -=, y -> -=, entonces: x1 -> -=, x2 -> -= y además y1 -> -=, y2 

-=. por lo que In F(x)-> =y también lnF(y) -> = y por lo tanto F(x,y) -> 
Por lo tanto se cumple que F(-=. ~) = O.lo cual es necesario para una F P 
bivariada. 

2) De igual forma se tiene que sí x-> =, y->=, entonces: x
1 

_, =, x
2 

_, = y 
además y1 -> =, y2 -> =, lo cual resulta en lnF(x)-> o y también lnF(y)-> , 
lo cual priiduce: F(=, =) = 1, lo que también cumple con los axiomas bá i­
cos. 

3) Para valores crecientes de x, y, la función debe ser monotónicamente cr 
ciente. 

Para demostrar esto, tomemos por ejemplos= x+ 8 y T= y+o, lo cual produ e 
las variables estandarizadas siguientes: 
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x+o+a, 

e, 
- -x1 conx1 >x 1 

y+o+a3 - --_ __ _,_ = y
1 

con y
1 
> y

1 e, 

y+1i+a4 - -
----~ = y 2 con y 2 > y 2 e, 
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por lo que se tendrá que: 

lnF(~) =In[ e -e-'' Px + (t- p.)e-e-'' J 

lnF(t)=ln[e-e-'' Py+(1-py)e-e-''] 

lo que conduce a que In F(S) <In F(x) para cualquier o> o. En forma similar se 
obtiene que In F{t} < In F(y). 

De acuerdo con esto y comparando F(x,y) con F(~. t} se tiene que: 

F(x,y) = exp{- [(-lnF(x))m + (-lnF(y}r rm} 

F(~,t} =ex+ [(-lnF(~)r + (-lnF{t)r r'm} 

y como se cumple que In{·),;; O y también -In(·)~ O entonces se puede afirmar 
que: 

F(x,y) ,;; F(~, t) 

lo cual muestra que la función es monotónicamente creciente. 
Por otro lado, Galambos (1978) establece que la selección del modelo logístico 

de Gumbel para la construcción de la función multivariada garantiza el cumpli­
miento de las fronteras de Fréchet. 

Finalmente, la desigualdad presentada por Galambos {1984) se debe tam­
bién cumplir. 

F(x,y)~ F(x) F(y) 

Supongamos inicialmente que F(x) F(y) > F(x, y). El cual sabemos que co­
rresponde al caso de independencia estadística entre las variables y es válido 
para m= 1, por lo cual: 

F(x,y;1)=exp(-{ [-lnF(x)F+[-InF(yJF r) =F(x)F(y) 

Entonces, F(x) F(y) > F(x, y)= F(x) F(y) es una igualdad que no tiene sentido 
y no podrá ser cumplida de ninguna manera, por lo cual, la hipótesis F(x) F(y) > 

F(x, y) no puede ser válida, obteniendo entonces que la desigualdad de Galambos 
se cumple. 
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De esta manera se demuestra que las funciones de distribución multivariadas 
con marginales Gumbel de dos poblaciones son distribuciones adecuadas y pue­
den utilizarse en la descripción probabilistica de eventos conjuntos. 

Para el caso bivariado, por ejemplo, la función de distribución obtenida, desig­
nada aquí como función Bigumbel Doble, contiene hasta 11 parámetros a saber: 
parámetro de asociación entre variables m, proporción de separación entre pobla­
ciones de la primera variable, p1; proporción de separación entre poblaciones de 
la segunda variable, p2 , parámetros de ubicación y escala de las cuatro 
subpoblaciones, a1, c1, a2 , c

2, a3, c3 , a4 y c4• Las expresiones aplicables a este 
caso se presentan en el apéndice A de este trabajo. 

Para la estimación de los parámetros o ajuste de la distribución se puede 
utilizar la forma siguiente. El parámetro de asociación puede continuar siendo 
estimado por la expresión (1.18) como: 

: 1 
m-I-

V 1-P 

Si se conocen con seguridad los eventos que han sido generados por las 
diferentes poblaciones, los parámetros de separación de poblaciones, p

1 
y p2 pue­

den obtenerse directamente de la muestra a partir de: 

n 
p, = 1 

n 
número de eventos favorables a la población1 en la variable 1 

--- ---

Número de eventos totales 

n2 número de eventosfavorablesalapoblación1 en la variable 2 P2 =- = --.. --- -·· -- ·--- ---······· · 
n Número de eventos totales 

En forma alterna, estos parámetros pueden incluirse en la función de verosi 
militud. 

De esta última forma, la función queda descrita hasta por nueve parámetros, 
los cuales pueden obtenerse con el método de la máxima verosimilitud. 

Para el caso de distribuciones en más de dos dimensiones, los cálculos son 
análogos, llegando al final al establecimiento de las distribuciones o densidades 
completamente descritas. Los casos en mayores dimensiones cumplen de igual 
forma con las condiciones preestablecidas para que sean fdp o FDP adecuadas. 

Se puede concluir entonces que las FDP multivariadas, formadas por margi­
nales de dos poblaciones cumplen con todos los requisitos de las funciones de 
probabilidad, por lo cual son de potencial aplicación en problemas de hidrología 
superficial. 
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1.7 Análisis de frecuencias conjunto 

La naturaleza aleatoria de las variables hidrológicas ha sido reconocida por si­
glos, y el campo de la hidrología fue, por lo tanto, de las primeras áreas de la 
ingeniería en utilizar conceptos de estadística y probabilidad para el análisis de 
los fenómenos naturales. El análisis de frecuencias en hidrología es una técnica 

para la estimación de las probabilidades de ocurrencia o excedencia de eventos 

futuros generalmente asociados con el diseño de alguna obra hidráulica. 

El análisis de frecuencias en hidrología se basa en el tratamiento probabilístico 
de los registros existentes, razón por la cual es muy susceptible a la cantidad y la 
calidad de los datos. Algunos hidrólogos concuerdan en que cuando se tienen 
registros menores a diez años, cualquier tipo de análisis de frecuencias debería 
evitarse (Viessman et al., 1977). 

El ajuste de distribuciones de probabilidad a las series de datos históricos 
(registro disponible) es el método más común para el análisis de frecuencias. Con 
esto, la magnitud de los eventos se determina a partir de la línea de mejor ajuste 
(que es la distribución considerada}. La probabilidad de ocurrencia de los eventos 
se toma en cuenta a través del denominado periodo de retorno el cual esta defini­
do en forma probabilista. 

El periodo de retorno ( 7) corresponde al tiempo promedio transcurrido entre 
ocurrencias de un evento de magnitud dada o uno de magnitud mayor (Haan, 
1986) y está definido como el inverso de la probabilidad de excedencia, es decir: 

o bien como: 

1 
T=--­

P(x ¿ x) 

T = ----=:c--
1-P(x:'>x) 1- F(x) 

(1.39) 

(1.40) 

A partir de la expresión (1.40}, la determinación de eventos para diferentes 
periodos de retorno, una vez que se ha elegido una función de distribución de 
probabilidad, es prácticamente directa, ya que para un Tdado, se calcula F(x) y 
con la FDP considerada se determina el valor de la variable aleatoria. 

En el análisis de frecuencias tradicional, el periodo de retorno está relaciona­

do con una sola variable, el gasto máximo por ejemplo. Sin embargo, cuando más 

de una variable aleatoria se encuentra involucrada en el estudio, se debe conside­

rar una extensión del concepto del periodo de retorno, dando lugar a lo que he­

mos denominado aquí periodo de retorno conjunto. Este último es la base del 
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análisis de frecuencias conjunto, el cual describe el comportamiento simultáneo 
de varias variables aleatorias. En este sentido, Goel et al. (1998) reconocen la 
existencia de un periodo de retorno asociado con la ocurrencia o excedencia de 
varias combinaciones de eventos. 

Sean los eventos E,= P (x, 2 x¡) correspondientes a la probabilidad de exce­
dencia de cada una de las ivariables aleatorias, donde i = 1, 2, ... , n. Entonces, de 
acuerdo con la definición, la generalización natural del concepto de periodo de 
retorno, considerando la ocurrencia conjunta de los eventos, es: 

T. -~~~ 1.2 ..... n- E E E 1n 2n ... n n 

o bien como: 

T1,2, .. ,n 

En forma particular, el caso bivariado ha sido expresado, sin generalización 
alguna por Goel et al. (1998) como: 

J1.2, .,n = -----
1- F(x,)- F(x 2 ) + F(x1, x2 ) 

1 

donde F(x,) y F(x2) son las distribuciones marginales de las variables aleatorias. 
En este trabajo se ha desarrollado la generalización de este caso, la cual se 

presenta a continuación. 

Nótese que P(x 1 2 x 1,x2 2' x 2 , ... , xn 2' xn) corresponde a la probabilidad de la 

intersección de los eventos elementales E;; i = 1, 2 .... , n , de tal forma que la 
extensión al caso n-dimensional de la expresión para el periodo de retorno con­

junto se puede realizar mediante el uso de la fórmula de inclusión-exclusión pre­
sentada anteriormentd (1.3), la cual indica que: 

p(~E;) 
1=1 

n 

= ~(-!YS L,¡ r,n (1.41) 
i=O 

donde: 

S,n = ~ P(E', nE'; n ... nE', ) . d E' 
· . . L. . ' ' ' , s1en o los eventos . los eventos comple-

1«;r~'·:;r2< ... <rk«;n r 

mentarios a E,, recordando además que 50 n = 1. La expresión anterior es válida 
para n 2' 2. 

54 



TEORÍA ESTADÍSTICA Y ANÁLISIS DE FRECUENCIAS CONJUNTO 

De esta forma, el periodo de retorno conjunto está dado por: 

T1,2, ... ,n = -cn=---- (1.42) 

I,Hr s,,n 

o bien en forma explicita en función de las FDP marginales y conjuntas como: 

T1,2, ... ,n= 

1- fF,(x,)+ L F;1,;2(x,,x,,)-••• + (-1)" L F;1,;2, .. ,,,(x,,x;2, ••• , x,n) 
i=1 iSi1<izSn 1.,;:¡1Siz<...<inSn (1.43) 

como ejemplo, los casos bivariado y trivariado conducen respectivamente a: 

1 
T,2 =-. 

· 1-F(x1)-F(x2 )+F(x,,x2 ) 
(1.44) 

1 
7123 =-- --- .. ·- --- - ----

' · 1- F(x,)- F(x2)-F(x3 )+ F(x1,x2 )+ F(x1,x3 )+ F(x2,x3 )- F(x1,x2,x3 ) 

(1.45) 

los cuales proporcionan los periodos de retorno conjuntos correspondientes a la 
excedencia conjunta de las variables aleatorias en función de las distribuciones 
marginales y conjuntas. 

La expresión (1.43) puede también obtenerse mediante la relación entre la 

función de distribución acumulada F(x1,x2, ... ,Xn) y P(x 1 ;:, x 1,x 2 ;:, x 2, ... ,xn ;:, xn) 

= G(x,, x 2, ... , xn) conocida también como función complementaria (survival 
function en inglés), la cual según Castillo (1988) está dada por: 

n-1 

F(x,, x2,---,Xn) = I,(-1)' s,,n + (-1 )" G(x,, x2 , ... ,X n) 
i=O 

Si se asocian periodos de retorno individuales T1, T2, ... Tn a las variables x
1

, 

x2 , ... , xn, los cuales se pueden calcular a partir de sus distribuciones marginales 
univariadas F1(x1), F2(x2), ... , Fn(xn) respectivamente, se tendrá que: 

1 
T- . 1 2 - 1 -F;(x~), para/= , , ... , n (1.46) 
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Las desigualdades aplicables a las distribuciones de valores extremos permi­
ten obtener relaciones interesantes. Por un lado las fronteras de Fréchét (1 .11) 
conducen a: 

Frontera inferior: T, .2 .. n <= 1 

Frontera superior: T1.2 .. . ,n <: máx[T1, T2 , ... ,Tn] 

Aunque la frontera inferior conduce a un resultado trivial, la frontera superior 
indica que el periodo de retorno conjunto será siempre mayor o igual al máximo 
de los periodos individuales. 

Por otro lado, la desigualdad 1.12 lleva a que: 

T. <T. 
1 ,2, ... ,n - 1 ,2, ... ,n (1.47) 

en donde T,· 2 n corresponde al periodo de retorno conjunto correspondiente al 

caso en el que las variables aleatorias son estadísticamente independientes. La 
condición de independencia, la cual se puede expresar como F(x1 , x2 , ... , xn) = 
F(x1)F(x2 ) ... F(xn). sustituida en la ecuación 1.43 conduce a: 

(1.48) 

Las expresiones (1.47) y (1.48) indican que la independencia estadística en­
tre las variables representa la condición menos desfavorable para un periodo de 
retorno dado. Este es un resultado importante, ya que como se había comentado 
brevemente, la mayoría de los análisis estadísticos se basan en la hipótesis de 
independencia estadística. 

El caso de completa dependencia, descrito por Johnson et al. (1972) como: 

F(x,, x2 , ... ,xn) =mín[F(x, ), F(x, ), ... , F(xn )] 

indica que: 

donde: 

Ahora bien, cuando los eventos son completamente dependientes, uno de 
ellos no puede ocurrir sin la ocurrencia de los otros, por lo tanto la probabilidad de 

56 



TEORÍA ESTADÍSTICA Y ANÁLISIS DE FRECUENCIAS CONJUNTO 

excedencia conjunta es igual a la probabilidad de excedencia de uno cualquiera 
de los eventos ya que todas estas probabilidades tendrán el mismo valor, por lo 
cual se cumple que: 

F(x1, x2, ... , xn )= F(x1) = F(x2) = ... =F(x n) 

lo que sustituido en la ecuación (1.43) conduce a: 

(1.49) 

De acuerdo con las expresiones (1.48) y (1.49) se concluye que para un pe­
riodo de retorno dado, la dependencia total entre las variables aleatorias repre­
senta la condición más desfavorable para los efectos de diseño. 

Sin embargo, la aplicación de esta condición en todos los casos llevaría al 
sobrediseño sistemático de las obras. Es evidente que en el caso general no se 
presenta una total dependencia entre los eventos por lo que la consideración de 
una dependencia parcial, a través de la ecuación (1.43) parece razonable. 

Según la expresión (1.43), resulta interesante notar que para un periodo de 
retorno T1 2 .. n dado, puede existir un número infinito de juegos de valores de las 
variables aleatorias x,, x2····· xn tales que satisfacen dicha relación. 

Este hecho, que en principio parece una debilidad del enfoque propuesto como 
análisis de frecuencias conjunto, se torna de hecho en una de sus principales 
ventajas. 

Al existir un número infinito de eventos posibles para un periodo de retorno 
dado, la propuesta de atención para la obtención de un solo evento con probabi­
lidad de excedencia conocida consiste en el planteamiento de una solución me­
diante un proceso de optimización. Es evidente que las diferentes combinaciones 
de valores de las variables aleatorias x1 , x2, ... , xn producen efectos distintos so­
bre la obra para la cual se está estimando el evento de diseño o revisión. Necesa­
riamente una de dichas combinaciones, denominadas de aquí en adelante vectores 
solución del problema producirá el efecto más desfavorable sobre la estructura u 
obra particular bajo estudio. 

Por un lado, este enfoque de solución permite tomar en cuenta el hecho de 
que las obras no son igualmente susceptibles a las variaciones de todas las varia­
bles aleatorias involucradas en el fenómeno natural. Así por ejemplo, si las va­
riables aleatorias representan diferentes características de un mismo evento, el 
método permite determinar cuál evento en particular genera los efectos más des­

favorables en el comportamiento de la obra. Por otro lado, el método también 
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permite involucrar las características de la obra particular bajo estudio en el pro­
ceso de estimación de su propio evento de diseño. Es decir, con este proceso, 
aunque el periodo de retorno de diseño y la ubicación del sitio de proyecto no 
varíen, la avenida resultante dependerá de la obra en particular bajo estudio. 
generándose de esta forma diferentes eventos de diseño para diferentes obras. 

En este procedimiento se dispone además de la flexibilidad en la construc­
ción de la función objetivo del proceso de optimización, la cual podría tomar en 
cuenta además de las características propias de la obra en cuestión, los aspectos 
económicos, ambientales o de alguna otra índole. 

El enfoque presentado, que en general puede aplicarse al análisis de frecuen­
cras de cualquier caso en el que participen más de una variable aleatoria, deberá, 
sin embargo, analizarse para cada caso en particular. En este libro se presenta la 
aplicación del procedimiento a la determinación de avenidas para el diseño de 
vasos de almacenamiento y a la estimación de avenidas de diseño en obras ubi­
cadas en redes de ríos. 

En la primera aplicación, la estimación de una avenida para el diseño o revi­
sión de vasos de almacenamiento se realiza mediante la consideración de diver­
sas características del hidrograma. De esta forma, las variables aleatorias 
corresponden a los propios parámetros que describen un solo evento. Si la aveni­
da se describe por k parámetros, el problema se puede resolver mediante una 
extensión k-variada del análisis de frecuencias. 

En el segundo de los casos, como se podrá ver en forma detallada, las varia­
bles aleatorias corresponden a los gastos máximos anuales registrados en los 
ríos individuales antes de cualquier confluencia, con lo cual una red de k ríos 
individuales puede ser modelada mediante un.análisis de frecuencias k-variado. 
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2 Estimación de avenidas para el diseño de vasos 

El hombre, desde el inicio de la historia, ha construido barreras sobre los ríos para 
almacenar, controlar o derivar el agua. E llago art"1ficial que se crea aguas arriba 
de dicha barrera, llamada cortina, se denomina vaso de almacenamiento. Cual­
quiera que sea el tamaño o capacidad de un vaso o el uso final del agua, la fun­
ción principal de éste es regular el escurrimiento. Ahora bien, además de retener 
el agua para su uso posterior, es común que el vaso tenga cierta capacidad para 
el control de las avenidas extraordinarias generadas en el río. 

Para prevenir que la cortina de una presa sea sobrepasada, se diseñan es­
tructuras de desfogue para el desalojo del exceso de agua, a las cuales llamamos 
obras de excedencia. Estas estructuras son esenciales para el funcionamiento y 
seguridad de la presa y en muchas ocasiones son estructuras separadas de la 
cortina. Las obras de excedencia están formadas generalmente por vertedores 
de cresta libre o vertedores controlados. 

Para el diseño hidrológico de vasos, el cual entenderemos de aquí en adelan­
te como sinónimo de diseño de las obras de excedencia y capacidad de control de 
avenidas, es necesario conocer la evolución del flujo en el tiempo. El proceso 
para la determinación de la evolución del almacenamiento y la elevación de la 
superficie libre del agua en un vaso, dado un hidrograma de avenida a la entrada 
del mismo, se conoce como tránsito de avenidas en vasos. Es evidente que el 
proceso de tránsito depende de las características y tipo de obra de excedencias, 
así como de su política de operación. 

La estimac1ón de avenidas para el diseño de vasos consiste en la determina­
ción de las características del hidrograma de entrada al vaso, de tal forma que 
dicha avenida tenga una probabilidad de ser igualada o excedida igual al inverso 
del periodo de retorno utilizado para el diseño. En la forma más practicada, una 
vez definido el periodo de retorno de diseño, el gasto pico (y sólo éste), se estima 
a partir de extrapolación, utilizando para esto una función de distribución de pro­
babilidad ajustada a los datos históricos. 

Según se ha comentado, una descripción completa de un hidrograma para 
fines de diseño debe incluir, por lo menos, la caracterización probabilista de sus 

parámetros más importantes. De este modo sería posible asociar un periodo de 
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retorno al hidrograma completo empleando el marco teórico que ha sido plantea­
do en el capitulo anterior. No obstante, es necesario primeramente demostrar que 
se justifica teóricamente caracterizar probabilistamente un hidrograma a través 
de tales parámetros principales. 

En este capitulo se ha seleccionado la siguiente terna para parametrizar un 
hidrograma: gasto pico, volumen de escurrimiento y tiempo pico. Desde el punto 
de vista probabilista, dicha terna debe llenar el espacio tridimensional si es que 
los parámetros en cuestión han de ser empleados como variables aleatorias en 
un espacio de eventos de tres dimensiones. Este asunto se analiza en forma 
detallada a continuación. 

Por otra parte, la caracterización de un hidrograma de diseño en función de 
sus parámetros principales no basta para conocer la evolución en el tiempo de los 
gastos de entrada a un vaso, la cual es información indispensable para efectuar el 
tránsito de la avenida y determinar la capacidad de control de avenidas y las 
dimensiones de la obra de excedencias. Por tal motivo, en este capitulo se aborda 
también el problema de definir relaciones funcionales del tipo gasto-tiempo 
(parametrizaciones) de un hidrograma a partir de sus parámetros más importantes. 

Posteriormente, en el trabajo se presenta la aplicación del análisis de fre­
cuencias conjunto al caso del diseño de la capacidad de control de presas. El 
proceso se ha llevado al punto en el que se dispone de un método para determi­
nar el hidrograma de diseño, descrito por más de un parámetro, para un periodo 
de retorno dado y un vaso en particular. Con el objeto de determinar el hidrograma 
que produce los efectos más desfavorables sobre el vaso, se plantea un problema 
de optimización no lineal. La solución de este problema permite involucrar las 
características de la obra por diseñar en la selección del evento de diseño. 

Con el objetivo final de plantear el método completo de estimación se presen­
tan algunos desarrollos requeridos en el proceso de cálculo. En primer lugar, se 
presenta la demostración de la independencia funcional de los parámetros princi­
pales de un hidrograma. Después se establece una solución analítica aproximada 
de la ecuación de tránsito de avenidas en vasos, así como una propuesta para la 
parametrización de hidrogramas mediante el uso de interpolantes Hermitianos. 

Estos dos desarrollos han permitido llevar a cabo un análisis de sensibilidad 
de los parámetros del hidrograma de entrada a un vaso, sobre el comportamiento 
del mismo. Finalmente, se establece la metodología para la estimación de aveni­
das en vasos con base en el análisis de frecuencias conjunto. También se han 
incluido dos casos de estudio, ambos concernientes a la revisión de las condicio­
nes de diseño de presas existentes. Para tal efecto, se han seleccionado las pre­
sas El Infiernillo, en Michoacán y Luis Donaldo Colosio, mejor conocida como 
Huites, en Sinaloa. 
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2. 1 Independencia funcional entre los parámetros que describen una avenida 

Evidentemente, los tres parámetros más importantes que caracterizan un 
hidrograma de escurrimiento directo son su gasto pico, Qp; su tiempo pico, tP, y su 
volumen, V (figura 2.1 ). 

Dado que un hidrograma representa la respuesta de una cuenca a un estimu­
lo de una tormenta, es válido preguntarse si es apropiado manejar a QP' tP y V 
como variables aleatorias en un espacio de eventos tridimensional. La respuesta 
a esta interrogante será positiva si los valores posibles de dichas variables llenan 
el espacio tridimensional (con la única salvedad de que, por realizabilidad física, 
sean no negativos). Lo anterior es equivalente a la independencia funcional (que 
no debe confundirse con la independencia estadística) de QP, tP y V. Por tanto, a 
continuación se presenta la demostración de dicha independencia empleando el 
modelo de metacanal propuesto por Snell y Sivalpan (1995) para representar la 
relación lluvia-escurrimiento. Dicho modelo se basa en el empleo de la analogía 
de difusión en donde la celeridad y la difusividad se consideran parámetros efec­
tivos de la cuenca. 

Con referencia en la figura 2.2, considérese el hidrograma de escurrimiento 
directo caracterizado por QP, tP y V, generado en la salida de una cuenca por una 
tormenta elemental caracterizada por una intensidad de lluvia i, una duración d, 

Q 

V 

Figura 2.1. Hidrograma de escurrimiento directo. 
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precipitándose sobre un área A y situada a una distancia (efectiva) L de la propia 
salida de la cuenca. En este caso, el proceso lluvia-escurrimiento puede expre­
sarse como: 

QP = Qp(i,d.A.L) 

V= V(i,d,A,L) 

tP = fp(i.d,A,L) (2.1) 

En forma simplificada se puede considerar que el escurrimiento en el cauce 
generado por la tormenta elemental puede modelarse por medio de la analogía de 
difusión (Ponce, 1989), la cual emplea la ecuación de advección-difusión que puede 
ser escrita como: 

siendo O el gasto que escurre por el metacanal que representa a la cuenca; t el 
tiempo; x la coordenada espacial; U, la celeridad y a, la difusividad de la onda de 
avenida, las cuales, en este contexto, se consideran parámetros efectivos de la 
cuenca (Sne/1 y Sivalpan, 1995). 

L 
·-----·-

Figura 2.2 Modelo de una cuenca grande 
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0=1¡ /\\ 
-~~---~t 

-·==::::::-
r-
1--

x=O 
X 

----- ------

Figura 2.3 Nomenclatura para la analogía de difusión. 

Introduciendo las variables adimensionales 

• X X ~ 
L' 

t• ~u t 
L' 

o·~ _() 
f i A 

-~ 

X=L 

donde fes el factor de reducción por infiltración, es posible obtener la ecuación 
adimens1onal de advección -difusión siguiente: 

ao· ao· 1 a2o· - + -- ~ ------at. ax. p ilx •2 

UL 
en donde P = - es el llamado número de Péclét. 

a 

(2.2) 

Para el caso de una tormenta elemental con intensidad i y una duración infini­
ta, el h1drograma de ingreso al cauce estaré. dado por: 

O(O,t)=l(t)=fiA, 1?.0 

o· (o.r·)= ¡· rr·J~ 1. t•?. o 

La solución de la ecuación (2.2) se simplifica al considerar una metacanal de 
longitud infinita (lo cual representaría físicamente un punto muy alejado de lasa­
lida de la cuenca). Posteriormente se evaluará el gasto en el metacanal en el 

punto de salida de la cuenca, que corresponde a x~ L (figura 2.3). 
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En este caso, la ecuación adimensional de advección-difusión (2.2) estará 
sujeta a las condiciones iniciales y de frontera siguientes: 

o·(x•,o)=O 
o·(o.t·)= 1 

o·(=,t·)=o 

La solución del problema (2.2) y (2.3) es: 

(2.3) 

o•(x•,t•)=1- e%x' {e%x·[erl P}i,_)('__+I'_J-1]+e-%x'[erl f'Y, !._•.2._]+1]} 
2 l 2 t .Y, l 2 t .Y, 

(2.4) 

En x·=1, la expresión anterior proporciona el gasto adimensional de salida de 
la cuenca: 

O~ (t •)= Q • (1,1 ·)= 1--. e 12 ert ·-·- -1 +e- 12 ert - --=--- + 1 . e% {PI[ lpY, 1+t•J ] PI[ lpY, 1 t•J ]} 
2 2 ¡•1> 2 t•y, 

el cual corresponde a un gasto de salida dimensional (en x = L) de: 

{ 
e uy," [ uu [ (L+UfJ ] _uu [ (L-Ut J JJ} O~(t)=fiA 1--

2
- e 72a ert 

2
-Jaj -1 +e 12a ert 

2
-Jat +1 

De la ecuación anterior se observa que: 

por lo que: 
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dO f . A _{L-Ut;' 
-~-::::;; ' e 4o.t 

dt 2.Jrro.l3 

dO~ >O 
dt para O < t < = y 

dO.,_=O para 1= O, f= = 
dt 

(2.5) 

(2.6) 
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cumpliéndose además que: 

lim o_(t)= r i A 

por lo cual se concluye que la expresión (2.6) proporciona lo que conocemos 
como curva S (Ponce, 1989) del escurrimiento en el punto de salida de la cuenca 
(figura 2.4). 

f i A 

-1-~--
Figura 2.4 Hidrograma en la salida de la cuenca (Curva S). 

De acuerdo con lo anterior, el caso de una tormenta elemental de duración 
finita d, cuyo gasto de ingreso queda representado por: 

l(t) = f i A, 
l(t)=O, 

o$ l$ d 

d<t 

o bien, en el caso adimensional por: 

u 
donde Y= -d 

L 

¡•(t·)=I, os,t•s,y 
J•(t•)=O, y<t• 
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puede ser tratado a partir de la expresión (2.6) como la diferencia de dos curvas S 
con un desfasamiento de una duración d, de tal forma que el gasto descargado en 
la salida de la cuenca sería: 

donde "11 (t-d) es la función escalón de Heaviside. 
La ecuación anterior es una expresión del principio de superposición, que es 

válido en el caso bajo estudio al tratarse de un problema lineal con coeficientes 
constantes. 

De esta forma, se tiene en forma explícita que: 
Parao:st:sd: 

{ 
e u;;,. [ uy, [ J L + Ut) ] _uy, [ [ L- Ut ) JJ} Od(t)= f i A 1--

2
- e '" e .. l

2
..Ja.i -1 +e '" erf 

2
..[r;j +1 (2.7) 

Para t> d: 

{
e uy,"[ej L +U(t- d) J- eJ L +UtJLe _uy,"[ei L-U(t- d)J-ert(~- Ut J~} 

""l2~a(t- d) ""l2..Ja.i ~ ""l2~a(t- d) 2..[r;J ~ 

(2.8) 
La condición de pico puede obtenerse, a partir de 

que es válida en t= tP y la cual conduce a la ecuación implícita para el tiempo pico 
tP siguiente: 

la cual tiene solución para tP > d. La consideración tP < d , a fin de utilizar la 
expresión (2.7) para obtener la condición de pico conduce a una ecuación sin 
solución. 
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Con esto, el gasto pico del hidrograma de salida de la cuenca está dado por 

(figura 2.3): 

{
euy,•[ert(L+U(tp -d)J-erf(L+UtP \te-uy,•[erf(L-U(tp -_d)J-erf(L-UtP \l} 

2~a(tp- d) 2.[rit; )J 2~a(tp- d) 2.[rit; )J 
(2.9) 

mientras que el volumen total escurrido corresponde a V= f i A d. 
Ahora bien, si QP, V y tP fueran funcionalmente dependientes, debería existir 

una función Ftal que F(QP' V, tp) =o en alguna región del espacio (QP, V, t,). 
Entonces, también debería cumplirse que: 

aF aF aop aF av aF atP 
-=----+--+--=0 a; aop a; av a; atp a; 
aF aF aoP aF av aF atp 
-=----+--+--=0 aA aoP ()A av aA atP ()A 
()F aF aoP aF av aF atP 
-=----+--+--=0 
ad aop ad av ad atp ad 

aF aF aop aF av aF atp 
-=----+--+--=0 
aL aop aL av aL atp aL 

Las ecuaciones (2.1 O) definen cuatro sistemas homogéneos en 

aFj aFI aFj 
¡aop · 1av· ¡atp, 

los cuales poseen soluciones no triviales sí y sólo sí: 

()(Qp.V.tp) 
---ce-"-:--"- = o ()(i,A,d) 

()(Qp.V.tp) =o 
a(A,d,L) 

a(Op.V.tp) 
---ce-"-:--:-"- = o 

a(i,d,L) 

a(Op.V,tp) =O 
a(L, i,A) 

(2.1 O) 

(2.11) 
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Ahora bien, de acuerdo con las expresiones (2.7 a 2.10}, se cumple que: 

Sin embargo resulta que: 

arop.V.tp) 

a(A,d,L) 

{ert[ ~~~~J-ert( ~~ J} ~o 
arop.v.tp) 2UAtp(tp -d) 

-a(d,L,iJ .. ~--(L2 +6atpXtp -d)+L2tp 

Con este resultado, es evidente que QP, V y tP son funcionalmente indepen­
dientes. 
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Ahora bien, el análisis anterior se llevó a cabo bajo la suposición de la existen­
cia de una tormenta elemental y empleando el modelo simplificado del metacanal 
para representar el proceso lluvia-escurrimiento. En la naturaleza, las tormentas y 
el proceso lluvia-escurrimiento son mucho más complejos. 

Tal y como se ha establecido en las expresiones (2.1), si aceptamos que una 
tormenta puede ser descrita por su intensidad i, su duración d, y su área de cober­
tura A y una distancia característica L del punto de salida de la cuenca, es posible 
analizar la complejidad del proceso lluvia-escurrimiento de la forma siguiente. 

Consideremos en inicio una tormenta con parámetros fijos, pero arbitrarios, i, 
d, A. De esta forma, a partir de las expresiones (2.1) es posible escribir que: 

En este proceso general, en el cual no hay condicionantes en el tamaño de la 
cuenca, para valores arbitrarios de V y tPse tiene un parámetro libre L mediante 
el cual es posible llenar el espacio de eventos de los gastos pico. 

En el caso de una tormenta con i, d dados pero con diferente cobertura A, el 
proceso puede escribirse como: 

la cual es una relación con dos parámetros libres, lo cual ratifica la conclusión de 
que las variables que caracterizan el hidrograma llenan el espacio de eventos. 

En el caso de una tormenta compleja con un hietograma compuesto de n 
impulsos de precipitación de duración d pero con distintas intensidades i, el pro­
ceso lluvia-escurrimiento deberá describirse al menos como: 

QP = Op(i,,i2, ... ,in,d,A,L) 

lp = tP(i,,i2, ... ,in,d,A,L) 

V= V(i1,i2, ... ,in,d,A,L) 

de tal forma que el gasto pico puede expresarse como: 

La expresión anterior contiene un número superior de parámetros libres, los 
cuales pueden elegirse de tal forma que se llene en espacio de eventos. 
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Asimismo, para el caso de m tormentas complejas medidas en n intervalos de 
duración d pero en ubicaciones distintas y con diferentes coberturas se tendrá 
que: 

QP = QP (v,tp·<'IJ~'I, ... ,i~'i, ... ,<miAml, ... ,i~ml,d,A('i,A(21, ... ,A(mi,L('I,L(21, ... ,L(ml) 

de tal forma que la relación lluvia-escurrimiento contiene al menos n x m parámetros 
libres, lo cual nuevamente apoya la conclusión. 

Por otro lado, Bradley et al. (1992) demuestra que a mayor complejidad de la 
relación lluvia-escurrimiento, mayor es la dispersión en la respuesta de la cuenca 
a un estimulo de precipitación, digamos en gráficas del tipo QP vs V. De esta forma 
tal parece que la independencia funcional entre los parámetros que describen al 

hidrograma es más evidente. 
Por las razones antes expuestas se desprende que las variables gasto pico, 

volumen de escurrimiento y tiempo pico de un hidrograma pueden ser tratadas 
como variables aleatorias en el análisis de frecuencias conjunto propuesto. 

2.2 Parametrización de hidrogramas 

Si b1en un hidrograma puede caracterizarse a través de su gasto pico, tiempo pico 
y su volumen, el conocimiento de QP' tP y V no basta para determinar los efectos 
que una avenida que ingresa al vaso producen en éste. En efecto, para propósitos 
de diseño, es necesario transitar la avenida por el vaso, lo cual supone el cono­
cimiento del hidrograma en la forma de una relación funcional gasto-tiempo. Esto 
motiva el desarrollo de relaciones funcionales del tipo: 

(2.12) 

en donde Q representa el gasto y tiene el papel de la variable dependiente; el 
tiempo !tiene el papel de variable independiente y QP, tPy V son parámetros de la 
función. 

El proceso de plantear ecuaciones como la expresada en (2.1-2) se conoce 
como parametrización de hidrogramas. La parametrización de hidrogramas se 
puede realizar de diferentes formas. Existen por ejemplo el hidrograma adi­

mensional del Servicio de Conservación de Suelos de Estados Unidos (USSCS, 
por sus siglas en inglés, Mockus, 1957), el hidrograma senoidal (Henderson, 1966) 
y el hidrograma Pearson o gamma (Horn, 1987), entre otros. 

A continuación se ofrece una breve descripción de estas parametrizaciones, 
las cuales son las más utilizadas en la hidrología de avenidas. 
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Hidrograma del USSCS 

Uno de los métodos disponibles y más usados para la construcción de hidrogramas 
unitarios sintéticos es el propuesto por el Servicio de Conservación de Suelos de 
los Estados Unidos (Mockus, 1957). La forma de este hidrograma se determina 
en términos del tiempo adimensional, tltP, y el gasto adimensional, q/qP. 

En la tabla 2.1 se presentan los valores de algunas ordenadas de este 
hidrograma. 

tltp 

0.00 
0.50 
1.00 
1.50 
2.00 
2.50 
3.00 
3.50 
4.00 
4.50 

Tabla 2.1 Hidrograma adimensional del USSCS. 

0.0000 
0.4318 
1.0000 
0.6630 
0.2634 
0.0790 
0.0199 
0.0044 
0.0009 
0.0002 

Cabe señalar que ya que el hidrograma del USSCS se define sólo por el 
tiempo pico y el gasto pico, el volumen de escurrimiento no es un parámetro inde­
pendiente y, por lo tanto, se asigna en forma arbitraria. 

Hidrograma Pearson 

Horn parametrizó el hidrograma del USSCS a través de una función gamma o 
Pearson, la cual puede expresarse como (Ponce, 1989): 

(2.13) 
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para te [0,=) y 0= O para otros tiempos. En la ecuación (2.13), t
9
es el tiempo al 

centroide del hidrograma. Evidentemente, se tiene que tb-> =para el hidrograma 
así formado. 

La ecuación (2.13) se puede integrar, obteniéndose la siguiente expresión 
para el volumen: 

(2.14) 

donde r(.) es la función gamma. 
Cuando QP, tP y V son conocidos, (2.14) representa una ecuación trascenden­

tal para t
9

, la cual se puede resolver en forma numérica. El proceso de solución es 
labonoso en vista de la complejidad de la relación funcional representada por 
dicha ecuación. 

Hidrograma senoidal 

Propuesto por Henderson (1966) para estudiar algunos aspectos del tránsito de 
avenidas en vasos, el hidrograma descrito por una función senoidal se expresa 
como: 

Q = QP sen [ 7t!....) 
2 tp 

(2 15) 

para te [O, 2tJ, y Q = O para otros tiempos. Para este caso, se tiene que tb = 2 t0. 
El volumen se obtiene integrando (2.15) y está dado por: 

(2 16) 

De acuerdo con estas expresiones el hidrograma senoidal queda completa­
mente definido con sólo dos parámetros, a saber QP y tP, ya que el volumen no es 
un parámetro independiente de ellos, asignándose por lo tanto en forma arbitraria. 

Como resumen de los procedimientos para la parametrización de hidrogramas 
antes presentadas se puede concluir que: 
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siderarse como los más importantes de una avenida. Ambos hidrogramas 
se definen exclusivamente a través del gasto pico y el tiempo pico. 

2) El hidrograma Pearson o gamma permite preservar la triada ( QP, tP' \1), sin 
embargo, su aplicación es tediosa ya que la relación que existe entre el 
tiempo al centroide del hidrograma (2.2)(1J y la propia triada es complicada y 
di-ficulta la obtención del primero a fin de preservar un volumen especifica­
do. 

En vista de las observaciones anteriores, se consideró adecuado plantear 
una nueva parametrización de hidrogramas, caracterizados por los mismos tres 
parámetros más importantes. Esto se logró mediante la aplicación de polinomios 
de Hermite de orden impar, los cuales fueron introducidos por Aldama y Ramírez 
(1998). En el apéndice B se presentan las bases teóricas de la parametrización 
propuesta, así como dos ejemplos de aplicación. Cabe señalar aquí, en forma 
breve, que los hidrogramas triparamétricos Hermitianos, como han sido llamados 
por los autores, presentan varias ventajas, como lo es la existencia de derivadas 
continuas hasta de cierto orden, un volumen de escurrimiento constante no im­
portando el grado del polinomio utilizado y una gran facilidad de manejo. 

Los autores eligieron como los tres parámetros más representativos del 
hidrograma al gasto pico QP' al tiempo pico tP y volumen de escurrimiento V. Esta 
triada puede reemplazarse en forma alterna por la triada gasto pico, tiempo pico y 
tiempo base (t"), la cual genera una parametrización más simple. 

Como ejemplo, los hidrogramas triparamétricos Hermitianos de órdenes 1, 3 
y 5 están dados por las siguientes expresiones: 

op _t_;tE [o,tp] 
tp 

0, (t;Qp,tp,tb )~ Qp(1-~}·tE [tp,tJ 
tb- tp 

O;IE (-~,O)u(tb,~) 
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De hecho, como se observa, el hidrograma triangular es el primer miembro de 
la familia de hidrogramas triparamétricos Hermitianos. La forma general de estos 
hidrogramas puede consultarse en la referencia citada previamente. 

De acuerdo con una de las propiedades de la parametrización, todos estos 
Q t 

hidrogramas poseen un volumen de escurrimiento V~ ~ " (ver apéndice B). 

El hidrograma triparamétrico Hermitiano (HTH) más sencillo que posee conti­
nuidad de primeras derivadas y tiene una forma curvilínea cercana a la natural es 
el hidrograma de tercer orden. Por estas razones, se concluye que, en las aplica­
ciones prácticas, el uso del HTH de tercer orden es recomendable cuando no 
exista mayor información acerca de la respuesta característica de la cuenca en 
estudio. 

Ahora bien, es de todos los hidrólogos conocido que la forma de los 
hidrogramas depende de las características de la cuenca y de la o las tormentas 
que los producen. De esta manera, el hidrograma representa la respuesta de la 
cuenca ante un estímulo de lluvia. Resulta evidente que lo que se busca es repro­
ducir las condiciones reales lo mejor posible. Entonces, es recomendable utilizar 
la parametrización que represente lo mejor posible a las avenidas generadas en 
la cuenca, de acuerdo con los datos históricos. 

2.3 Tránsito de avenidas en vasos 

El tránsito de avenidas en vasos constituye, sin duda alguna, el problema más 
simple del tránsito de avenidas. La velocidad del flujo que entra a un vaso de gran 
capacidad es muy baja y la superficie libre del agua en él puede considerarse 
prácticamente horizontal en todo momento. Consecuentemente, tanto el volumen 
almacenado como la descarga pueden expresarse en función del nivel en el vaso. 

74 



ESTIMACIÓN DE AVENIDAS PARA EL DISEÑO DE VASOS 

El tránsito de avenidas en vasos se basa en la ecuación diferencial del alma­
cenamiento, la que a su vez tiene origen en el principio de conservación de masa. 
En su forma más simple, la ecuación diferencial de almacenamiento en un vaso 
se puede escribir como, Ponce (1989): 

donde: 
1 es el gasto de entrada al vaso 
O es el gasto de salida del vaso 

dS 
1-0=-· 

dt 

S es el volumen almacenado dentro del vaso y 
tes el tiempo 

(2.17) 

La ecuación (2.17) establece que cualquier diferencia entre el gasto de entra­
da y el flujo de salida se balancea con un cambio del almacenamiento en el tiem­
po (figura 2.5). 

En una aplicación típica del tránsito de avenidas por un vaso, se conocen el 
hidrograma de entrada (n, el gasto de salida inicial (00) y el almacenamiento 
inicial (S0), además de las características físicas del vaso y la política de opera­
ción y características de la obra de excedencias. El objetivo del tránsito es, por lo 
tanto, la determinación del hidrograma de salida para esas condiciones. 

S 

Figura 2.5 Nomenclatura para el tránsito de avenidas en vasos. 
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La ecuación (2.17) se soluciona en forma usual mediante la inclusión de una 
ecuación de descarga, la cual generalmente puede expresarse en función de la 
carga hidráulica (elevación de la superficie libre del agua en el vaso). Por ejemplo, 
una fórmula general para el gasto de salida es (Ponce, 1988) O= Cc7H" , donde 
O es el gasto de salida; Cdes un coeficiente de descarga; Z es una variable que 
representa el área de la sección transversal (de un conducto cerrado) o la longitud 
de la cresta vertedora (en el caso de un vertedor); Hes la carga hidráulica; y a es 
un exponente. Es muy común también encontrar que el gasto de salida de un 
vertedor con descarga libre puede expresarse como: 

en donde O es el gasto de salida; ¡1, un coeficiente de descarga adimensional; L, 
la longitud de la cresta vertedora y H, la carga hidráulica. 

Muchos vasos de almacenamiento tienen algún tipo de control en la descar­
ga, siendo el caso más común el correspondiente al gasto de salida regulado por 
vertedores de compuertas. En este caso, el gasto de salida está determinado 
tanto por las condiciones hidráulicas como por las reglas o políticas de operación 
de las obras de control. Las políticas de operación pueden ser variables en el 
tiempo y en general están definidas de acuerdo con el o los usos del agua alma­
cenada (hidroeléctrico, abastecimiento, navegación, etc.). En teoría, las salidas 
de un vaso con un vertedor con compuertas están determinadas por políticas 
preestablecidas, las cuales se basan además en el nivel y almacenamiento que 
se tengan, el hidrograma de entrada y los requerimientos aguas abajo del embalse. 

Si se realizan las modificaciones y consideraciones pertinentes en el término 
correspondiente al gasto de salida, la ecuación diferencial del almacenamiento 
(2.17) puede seguir utilizándose. 

Para la solución del problema de tránsito en vasos, la ecuación (2.17) se com­
plementa con la relación entre el volumen almacenado dentro del mismo y la 
elevación de la superficie libre del agua en el mismo. Esta relación, que depende 
de las características batimétricas del sitio, permite intercambiar al almacena­
miento y la elevación como variables en el proceso de tránsito y representa una ex­
presión indispensable para determinar la operación de las obras de excedencia. 

Aunque la ecuación de tránsito parezca sencilla, no tiene una solución analí­
tica conocida para un hidrograma de entrada arbitrario, razón por la cual se utiliza 
frecuentemente el enfoque numérico para su solución. 

Los métodos numéricos disponibles actualmente son muy eficientes y no re­
quieren mucho tiempo de proceso computacional. Sin embargo, la conveniencia 
de contar con una solución analítica de la ecuación de tránsito se pone de mani-
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tiesto cuando se desea avanzar en la comprensión del fenómeno o se pretende 
plantear nuevos métodos para la determinación de eventos para el diseño de 
embalses. 

Mediante una solución analítica se obtiene, de manera explícita, la relación 
entre las características del hidrograma de entrada al vaso y los almacenamientos 
y elevaciones en el mismo, además de las características del hidrograma de salida. 

Por estas razones se ha desarrollado una solución analítica aproximada de la 
ecuación (2. t 7) con base en un enfoque perturbatorio, la cual se presenta a con­
tinuación. 

2. 4 Solución analítica aproximada de la ecuación 
de tránsito de avenidas en vasos 

Para el desarrollo de una solución analítica aproximada resulta conveniente, como 
primer paso, encontrar la versión adimensional de la ecuación diferencial del al· 
macenamiento (2.17). 

Supóngase que la relación de elevaciones-capacidades para el vaso (ver fi· 
gura 2.6) sigue una función de potencia dada por: 

donde 
hm es un estimado de la elevación máxima en el vaso 
h,. es la elevación a la cresta vertedora o una elevación de referencia 

(usualmente el NAMO) 
S m es el almacenamiento CO· 

rrespondiente al nivel hm h j 
S, es el almacenamiento al 

nivel h, 
es un exponente de ajuste 

Figura 2.6 
Curva elevaciones 
capacidades de un vaso 

de almacenamiento. 

h ' m 

h 1 

' 

~s 
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Si se considera, para fines de diseño, que el almacenamiento inicial coincide 
con Se, una forma sencilla de estimar a priori S m es la siguiente: S m= Se+ V, lo 
cual representa una cota superior del almacenamiento en el vaso, correspondien­
te al caso de descarga nula. 

Si llamamos ~=1 la se tiene que: 

(2. 18) 

La representación de la relación elevaciones -capacidades del vaso de acuerdo 
con la ecuación (2.18) es una buena descripción de la realidad como se podrá 
comprobar posteriormente. 

Por otro lado, la ley de descarga libre de un vertedor está dada por: 

(2.19) 

Las escalas características de la adimensionalización están dadas por: 

Escala de almacenamientos: 

Escala de gastos: 

Escala de elevaciones: 

Escala de tiempos: 
S· 

t = -~ 
e Q 

e 

De forma que, introduciendo las variables adimensionales (denotadas con 
asteriscos) siguientes: 

. S-S 
S=~---"-

s. 

la ecuación de elevaciones-capacidades (ec. 3.18) se reduce a: 
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mientras que la ecuación (2.19) resulta: 

En el caso particular en el que ~; 2/3, el problema se linealiza resultando la 
ecuación de continuidad linealizada adimensional: 

ds· . . 
-;/-S 
dt' 

(2.21) 

Si se considera que, en la realidad, a es muy cercano a 3/2, con lo cual ~ 

sería muy cercano a 2/3, se puede tomar ~;~+o, en donde o<< 1. Si llamamos 

E; :3.o, se obtiene la ecuación adimensional general de continuidad para el trán-
2 

sito de avenidas en vasos: 

ds· ·'H . -.+S ;/ 
dt 

en donde /';J'(t) y S';S'(t,E) y E« 1. 

(2.22) 

En este mismo sentido, otras ecuaciones adimensionales han sido obtenidas 
por A kan (1989, 1990) y Kessler et al. (1991) y utilizadas por Basha (1995). Di­
chas ecuaciones han sido utilizadas en la solución de problemas de tránsito en 
vasos de retención (presas rompepicos) básicamente. 

Aunque la idea fundamental es análoga a la aquí desarrollada, las escalas 
características de este problema son distintas generando por lo tanto ecuaciones 
adimensionales diferentes. Así por ejemplo, la ecuación de Akan (1989), usada 
posteriormente por Basha (1995) resulta: 

donde: 

t (; 
tp 

R; K[lptp]a. 
lp A ' 

d 
8; 

b 
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usando S= AIP como ecuación de almacenamientos, siendo A y b constantes 
y la ecuación O= Kh" como ley de descargas del vertedor, con K y d constantes 

Además, en las expresiones anteriores se tiene que S es el almacenamiento; 
t, el tiempo; /, el gasto de entrada; O, el gasto de salida; tP, el tiempo pico del 
hidrograma de entrada y lp, el gasto pico del hidrograma de entrada. 

Se debe notar, sin embargo, que la adimensionalización propuesta en este 
trabajo conduce a una ecuación más simple en la cual no se ven involucradas 
explícitamente las características del pico del hidrograma. 

Quitando los asteriscos para simplificar la notación, la ecuación adimensional 
del tránsito es: 

dS ,., () -- +S = 1 t · r << 1 
dt ' 

(2.23) 

Supongamos que la ecuación (2.23) está sujeta a la condición inicial S= B, 
con B = 0(1 ). Si el vertedor es de descarga libre y para los fines de diseño del 
volumen de superalmacenamiento (volumen de control de avenidas) se tendrá 
claramente que B = O, pero si existe un vertedor con descarga controlada se 
puede tener cualquier valor dentro de un rango determinado. 

La forma y naturaleza de la ecuación (2.23) sugieren expresar S1+> como S e ''"8 , 

de tal forma que utilizando una expansión en serie de Taylor para e''"8 , esta ecua­
ción resulta: 

(2.24) 

en donde 0(-) es el símbolo de orden. 
Con un enfoque perturbatorio, la solución de la ecuación (2.24) resulta estar 

dada por una expansión del tipo (Nayfeh, 1980): 

(2.25) 

donde S0 (1), S1(1) y S2(t) son funciones por determinar. 
Aceptando (2.25) como solución, se tiene que: 

(2.26) 
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Sustituyendo (2.25) y (2.26) en (2.24) y agrupando términos en E se obtiene: 

dSo +So -/(I)+E(dS, +S1 +S0 lnS0 J 
dt dt 

El principio de la teoría de los métodos perturbatorios indica que al ser E 

arbitrariamente pequeño, todos y cada uno de los coeficientes de las diferentes 
potencias de éste deben ser iguales e idénticos a cero. Con esto, se generan tres 
ecuaciones ordinarias denominadas usualmente problemas de orden E, a saber: 

Problema de orden 0(E0): 

Problema de orden O(E): 

Problema de orden 0(E2): 

dS · 
--

0 +S0 =l(t) 
dt 

(2.27) 

(2.28) 

(2.29) 

Las condiciones iniciales para la solución son S
0
(0) = B, S

1
(0) =O, S

2
(0) = 

O, ya que de acuerdo con la teoría de los métodos perturbatorios, las condiciones 
iniciales son tomadas por la solución de orden cero (0(E0)). 

La solución de estos tres problemas produce expresiones para S
0
(t), S

1 
(t) y 

S2(t), las cuales, según la ecuación (2.25), proporcionan la solución completa del 
problema. 

Las soluciones generales de los problemas (2.27) a (2.29), introduciendo la 
notación: 

' 
A(t) = J e" 1(11~ 

o 
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resultan: 

(2.30) 

S 1 (t )~ -e_, f:¡a + A (t )]{-u In [8 + A (t )]);t (2.31) 

1 
~~ [8 +A(,)]{- t + ln[B +A(,)]}' l 

s,(t)~-e-•J , eh 
0 

- [[B + A(t')]{- t'+ln[B + A(t')])dr' (1- t+ ln[B + A(t)D (2.32) 

Las ecuaciones 2.31 y 2.32 se pueden escribir en forma alterna como: 

(2.31 ') 

5 2 (t) ~-e-' J~ e' HS0 (t)ln
2 50 (t)+ 5 1 (tX1 + lnS0 (r)lpt (2.32') 

Las ecuaciones (2.30) a (2.32) proporcionan a través de (2.25) una solu­
ción analítica hasta de segundo orden del problema del tránsito de avenidas en 
vasos. La función /(1) corresponde a la avenida arbitraria de entrada y S(t) es la 

función que proporciona la evolución en el tiempo de los volúmenes almacenados 
dentro del vaso. 

Figura 2.7 Hidrograma triangular de entrada. 
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Una vez que se ha resuelto el problema adimensional, bastará regresar al 
problema dimensional mediante las escalas introducidas previamente. 

Es evidente que la obtención de expresiones explícitas para S{t) dependerá 
de la complejidad de la función /(~y por lo tanto de la naturaleza del hidrograma 
de entrada. 

Para el caso de un hidrograma triangular de entrada que constituye el HTH de 
orden cero como el mostrado en la figura 2. 7, es posible encontrar expresiones 
para S(l) en función de cuadraturas. Los resultados de este análisis se resumen a 
continuación. 

Con base en la figura 2.7 y siendo OP el gasto pico, tP el tiempo pico y tb el 
tiempo base, el volumen de escurrimiento para el hidrograma será evidentemen­
teV=(OPI¡)/2. 

Este hidrograma debe adimensionalizarse de acuerdo con lo siguiente. El gasto 
pico adimensional es ~= OP 10 •• siendo o. la escala de gastos; el tiempo pico 
adimensional es r=t

1
jt.=S.f,JO •• con te la escala de tiempos y s. la escala de 

almacenamientos. Considerando que el volumen de escurrimiento adimensional 
está dado por a= VIS •• el tiempo base adimensional es por lo tanto tb=2al~. El 
correspondiente hidrograma adimensional está dado en la figura 2.8. 

l'(t') • 

a 

Figura 2.8. Hidrograma triangular adimensional de entrada. 

El hidrograma de entrada queda entonces descrito por. 1' (t')= j_t', para 

/ '(t') ~(2cr-~r·) <t'< 2cr Y 2a 
O ~ t' ~ y , = s Za _~y , para Y- - -~- y /' (t •) = O, para t' ~ T 
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La solución obtenida para este caso es: 

Para o 5 t" 5 y : 

S(t;e)=[B+; ~'(t-1)+1}}-' 

- ee-' H 8 + ~ ~' (t -1)+ 1}]{- u tn[ 8 + ~H• -1)+ 1}]}dt 

-e'e-'J H [8+~~'(•-1)+1}]{-atn[a+~~'(t-1)+1~}' 
-![ 8 + ~ ~,· (t' -1)+ 1}]{- t' +In[ B +~k· (t' -1)+ 1}]}m·. 

[1-ntn[8+~~'(t-1)+1~)}m (2.33) 

t• 2a 
Para Y 5 5 E,- : 

S(t;e)= l8+{-n, +m2 le' -m5 j-m3 le'(t-1)-mJe-' 
t 

-E_, J[8 + ~1 +m, [e'- m5 ]- m3 [e'(t -1)- m,ill 
o 

{-t+ln[8+~ 1 +m2 ~' -m5 ]-m,[e'(t-1)-m,]illdt 

-e' e-' J{ 1 [8+{-n,+m2 ~'-m5 ]-m,[e'(t-1)-mJ 
o 2 

{- t + tn[B + {-n, + m2 [e'- m5 ]-m3 ~' (t-1)- m,J 

- ][a+fn, +m2 [e' -m5 ]-m3 [e''(t'-1)-mJ. 
o 

~t' +ln[B+h +m2[e''-m5]-m3 [e'' {t' -1)-m,lli}ctt' 

(1- t + !n[B + h + m2 [e'- m5]-m3 [e' (t -1)- m,]][l}i t (2.34) 

donde: 

m1 =qe1 (y-1)+1] m2 =~ m
3 
=-J-

2 

_ 
y ' 2cr-yl;' 2cr-y~ 

m4 =eY(y-1), m5 =eY 
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t
• 2o 

para > -· 
y 

S(t > tb;E) = ---, (2.35) 

[{-2~ + ;J~ 

Las ecuaciones 2.33 a 2.35 proporcionan una solución cerrada al problema 
del tránsito de avenidas triangulares y pueden tomarse para el análisis posterior 
del comportamiento general de los vasos. 

Asimismo, es posible determinar una solución del mismo tipo para el HTH de 
orden tres. 

Aplicación de la solución analítica aproximada 

Para determinar si el parámetro E es realmente pequeño como para satisfacer la 
hipótesis de E« 1, se realizaron ajustes de la ecuación de elevaciones- capaci­
dades (ecuación 2.18) para diferentes vasos de almacenamiento. El resumen de 
resultados obtenidos para algunos casos se muestra en la tabla 2.2. Se observa 
que la hipótesis se ve cumplida para algunas presas, aunque no claramente para 
otras. La presa El Molinito por ejemplo, genera E= 0.237587. 

Embalse 

Huites 
El Infiernillo 
Villa Victoria 
Trigomil 
Abelardo L. Rodríguez 
El Molinito 

Valor absoluto de E 

0.059296 
0.071361 
0.105881 
0.135581 
0.192250 
0.237587 

Tabla 2.2. Valor de e para diferentes embalses. 

Con el objeto de evaluar la bondad de la solución analítica aproximada desa­
rrollada para el caso de un hidrograma triangular de entrada, ésta se aplicó al 
caso particular de la presa El Molinito. La utilización de esta presa permite deter­
minar si la solución presentada funciona bien para valores no claramente peque­

ños del factor E. Si la solución se comporta bien para este caso, es evidente que 
funcionará aún mejor para aquellos casos con valores más pequeños de E. 
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295.40 msnm 

NAME=293.40 msnm 

NAM0=289.36 msnm 

Vertedor de excedencias 

L =18m 

~ = 0.504 
Qmáx = 326 m3/s 

Figura 2.9 Características de la presa El Molinito, Sonora. 

1 (m3/s)t 

1 

22321 1 
1 

1 
1 

-1------'----------"----• t (días) 
0.463 1.39 

Figura 2.1 O Hidrograma de entrada a la presa El Molinito, Sonora. 

La presa El Molinito tiene como única obra de excedencias un vertedor de 
descarga libre. Los datos del vaso y el hidrograma de diseño parametrizado con 
forma triangular se presentan en las figuras 2.9 y 2.1 O. Según los datos de la tabla 
2.2. para este embalse se tiene que el parámetro e es igual a 0.237587. 
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r(r) 

s ~ 6.84 

~~~~~~~~~~~~~~~~r 
y ~ 0.107 2cr/l; ~ 0.321 

Figura 2.11 Hidrograma adimensional de entrada al vaso. 

Ya que en este caso se trata de un caso de revisión, la escala de 
almacenamientos se puede calcular a partir de los datos del vaso, tomando S m 

igual al almacenamiento al NAME. De esta manera las escalas de almacena­
mientos, gastos, elevaciones y tiempos resultan ser respectivamente: s.=122 
x 106 m3 , 0.=326 m3/s, h.=4.04 m y 1.=373882 s. Según estas escalas, el 
hidrograma de entrada adimensional resulta ser el mostrado en la figura 2.11. 

Se obtuvieron las soluciones de orden cero, uno y dos de acuerdo con las 
expresiones (2.33) a (2.35), así como la solución numérica por medio de la aplica­
ción del método de Runge- Kutta de cuarto orden (RK-4) a la ecuación diferencial 
original. Esta solución fue tomada como referencia para evaluar el comportamien­
to de las diferentes soluciones perturbatorias. 

La evolución de los almacenamientos para las distintas soluciones se mues­
tra en la figura 2.12. Como se observa, la diferencia entre las soluciones de orden 
uno y dos es inapreciable. En la figura 2.13 se muestra un acercamiento del inter­
valo de tiempo en que se presenta el almacenamiento máximo. 

Los almacenamientos máximos, así como la desviación con respecto a la 
solución numérica, considerada como "verdadera", y el error medio hasta el tiem­

po base del hidrograma de entrada se muestran en la tabla 2.3. 
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Solución 
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Figura 2.12 Evolución de los almacenamientos. Presa El Molinito, Sonora. 

Método 
aplicado 

---·------

Numérica RK·4 

Almacenamiento 
máximo 

(millones de m3) 
·--·-·- --

265.16 

Desviación con Error medio en 
respecto a RK·4 1=1.321 días 

-- (%)_._. _ _j%) --
0.00 

Perturbatorio de orden cero 263.96 0.46 0.60 
Perturbatorio de orden uno 264.89 0.10 0.18 
Perturbatorio de orden dos 264.98 0.07 0.20 
.-----·--···-- ·- -- -- - -----

Tabla 2.3 Resultados de la aplicación. Presa El Molinito, Sonora. 

De acuerdo con los resultados se observa que aún la solución de orden cero, 
la cual corresponde al problema no perturbado (problema linealizado) es una bue· 
na solución del tránsito. Sin embargo, el comportamiento de la solución de orden 
uno es más adecuado y, por lo tanto, representa una mejor opción. Se puede 
concluir que, para la determinación del volumen máximo almacenado en el vaso 
y, por consiguiente, el nivel máximo alcanzado dentro del mismo, la aplicación de 
la solución de orden uno es suficiente. 

Ya que en el ejemplo de aplicación el parametro E presenta un valor relativa­
mente alto, comparado con los valores encontrados en la muestra de embalses 
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Figura 2.13 Evolución de los almacenamientos. Presa El Molinito, Sonora (detalle) 

analizada, es de esperarse, con base en la estruclura de la solución propuesta, 
que en los casos en que E tenga un valor menor, las soluciones perturbatorias de 
los diversos órdenes serán más aproximadas a la solución numérica obtenida por 
el método RK-4 y, por ende, a la realidad. 

Si bien la solución analítica aproximada del tránsito de avenidas en vasos con 
un enfoque perturbatorio no es completamente explícita, ésta es una solución 
cerrada del problema y representa una base para estudios futuros acerca del 
comportamiento de vasos ante avenidas arbitrarias. 

En particular, la solución obtenida permite, en primera instancia, llevar a cabo 
un análisis para determinar la sensibilidad de los parámetros que describen al 
hidrograma de entrada (los mismos utilizados en la parametrización de la aveni· 
da) en la respuesta del vaso. Los principales resultados de dicho análisis se pre­
sentan a continuación y mayores detalles del mismo pueden consultarse en el 
apéndice C. 

2.5 Análisis de sensibilidad de los parámetros del hidrograma 
de entrada en la respuesta de vasos de almacenamiento 

Con la solución analítica aproximada dada por las ecuaciones (2.25) y (2.33) a 
(2.35) resulta sencillo llevar a cabo un análisis de la sensibilidad de los parámetros 

del hidrograma de entrada en la respuesta de un vaso. 
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El análisis de sensibilidad permite determinar cuáles parámetros del hidrograma 
tienen más importancia en la respuesta considerada en el vaso. Es evidente que 
el fin de este análisis es poder simplificar la caracterización de una avenida, es 
decir, reducir el número de parámetros que la describen, si esto es posible. 

En el apéndice e se presentan los resultados obtenidos de tal análisis. La 
conclusión de éste es que en una caracterización multivariada del hidrograma de 
ingreso a una presa, el tiempo pico puede elegirse en forma arbitraria sin gran 
riesgo de error. Además, parece existir una gran importancia del volumen de 
escurrimiento del hidrograma, tanto como, o incluso, más que la del propio gasto 
pico, en el comportamiento del vaso ante la avenida. 

El resultado anterior es afortunado, ya que mientras que el gasto pico, QP y el 
volumen de escurrimiento, V tienen claramente el carácter de variables aleatorias 
extremas, el tiempo pico tP no lo posee. 

De acuerdo con estos resultados es posible reducir el análisis de frecuencias 
conjunto a uno basado en términos de QP y V solamente. 

Dada la insensibilidad de la respuesta del vaso a variaciones en tP' la determi­
nación del valor de este parámetro puede efectuarse de acuerdo con la fórmula 
siguiente, frecuentemente empleada en la construcción de hidrogramas sintéticos 
(Ponce, 1989): 

(2.36) 

2.6 Análisis de frecuencias conjunto en la revisión o diseño de presas 

La metodología tradicional para la estimación de avenidas para el diseño o la 
revisión de la capacidad de control y las obras de excedencia de vasos, consiste 
en la realización de un análisis de frecuencias univariado convencional utilizando 
como variable aleatoria para el análisis al gasto pico del hidrograma solamente. 
Esto implica que, en el diseño, sólo podemos hablar del periodo de retorno del 
gasto pico y no del periodo del retorno del hidrograma completo. De esta forma, la 
probabilidad de excedencia no corresponde a toda la avenida, sino solamente a 
su única característica considerada. 

Se propone, entonces, atender este problema de estimación mediante la apli­
cación del análisis de frecuencias conjunto presentado en el capítulo 1. El nuevo 
enfoque permitirá asignar un periodo de retorno al hidrograma completo de una 
avenida y no sólo al gasto pico. 
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De acuerdo con lo visto anteriormente es posible emplear la distribución 
bivariada: 

(2.37) 

para plantear el análisis de frecuencias conjunto de las avenidas máximas anua· 
les. 

En la expresión (2.37) q y vrepresentan variables asociadas con el gasto pico 
y el volumen respectivamente, y QPy V son valores específicos de estas variables. 
En este caso, el periodo de retorno conjunto está dado por el inverso de la proba· 
bilidad de excedencia conjunta. Es decir: 

T - 1 
q,v - P(q ~ QP rw ~ v) 

o bien a través de las funciones de distribución de probabilidad acumulada (FDP) 
de gastos y volúmenes como: 

(2.38) 

donde: 

Tq.v es el periodo de retorno conjunto de gastos pico y volúmenes de escurrimiento, 

Fq (oP) ~ f Fq,v (OP.V)dV es la función de distribución marginal de gastos pico, 

Fv (V)~ f Fq.v (o P. V)dOP es la función de distribución marginal de volúmenes de 

escurrimiento y Fq.v (OP, V) es la función de distribución conjunta bivariada entre 
las dos variables aleatorias. 

En el problema de diseño de una presa es precisamente el valor de T el que q,v 
se encuentra prefijado. 

Debe notarse que el conocimiento de la función conjunta F (O. V). no sólo 
q,v p 

permite la determinación del periodo de retorno conjunto • sino también de los 
periodos de retorno individuales de gasto y volumen de escurrimiento, ya que: 

(2.39) 

1 T ~-···-
v 1- Fv(v) (2.40) 

91 



ANÁLISIS DE FRECUENCIAS CONJUNTO PARA LA ESTIMACIÓN DE AVENIDAS DE DISEÑO 

La ecuación (2.38) no tiene solución única para un Tq.v dado en términos de 
los valores de QP y V, sino que existe una infinidad de pares de valores de estas 
variables que producen el mismo periodo de retorno. Lo anterior implica que exis­
te una infinidad de hidrogramas parametrizados en términos de QP y V que po­
seen el mismo periodo de retorno Tq.v 

Es evidente que cada uno de estos hidrogramas, al ser transitado por el vaso, 
produce un efecto diferente en el almacenamiento. Por lo tanto, resulta necesario 
determinar cúal de esos hidrogramas genera la condición más desfavorable para 
la presa a diseñar o revisar. 

Ya que el nivel máximo alcanzado dentro del vaso es el parámetro que dicta el 
dimensionamiento, tanto de la cortina como de la obra de excedencias, resulta 
razonable elegir la combinación de gasto pico y volumen de escurrimiento, tal que 
ésta genere la máxima elevación de la superficie libre del agua dentro del vaso. El 
problema puede, por lo tanto, plantearse en la forma dada a continuación. 

Sea Zm=Zm ( QP, V) la máxima elevación de la superficie libre que se alcanza 
en el vaso una vez que el hidrograma de avenida (caracterizado por QP, V) es 
transitado por el mismo. Entonces, la determinación de la avenida de diseño para 
un vaso dado resulta de la solución del siguiente problema de optimización no 
lineal con restricciones: 

Sujeto a: 

Máx Zm= Zm(QP, V) 
(Qp, V) 

1 
Tqv = 1=FJo-;J~F.(V)+F(OP, V) 

(2.41) 

Es notorio que la función objetivo del problema de estimación no es explícita, 
sino que está dada por el proceso de tránsito de la avenida de entrada por el vaso. 
Con esto, las características del vaso en cuestión se ven involucradas en el pro­
ceso de selección de su propio evento de diseño. 

Para resolver el problema planteado, la función de distribución de probabili­
dad conjunta bivariada Fq.v(QP, V) debe determinarse previamente. El ajuste de la 
distribución se puede realizar de acuerdo con los procedimientos indicados en el 
capítulo 1 de este trabajo. 

La definición del hidrograma de diseño completo puede obtenerse mediante 
el procedimiento de parametrización más adecuado para la cuenca en estudio. En 
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principio, se pueden probar diferentes parametrizaciones aplicándolas a las ave­
nidas máximas históricas a fin de determinar, para una cuenca en particular, la 
forma de hidrograma que más conviene. De esta manera se estarán tomando en 
cuenta las características propias de la cuenca, así como la forma en que ésta 
afecta al escurrimiento. 

A falta de datos históricos de avenidas completas, se recomienda utilizar la 
parametrización triparamétrica Hermitiana de tercer orden y la parametrización 
Pearson, que son las que preservan el gasto pico y el volumen de escurrimiento 
del hidrograma y presentan una forma curvilínea aproximada a la encontrada en 
las avenidas reales. 

El procedimiento propuesto permite tomar en cuenta que algunas presas son 
más sensibles al volumen de escurrimiento de la avenida de entrada que al gasto 
pico de ésta, o viceversa, lo cual resulta de valor práctico. Este método para la 
estimación de eventos de diseño puede aplicarse también en estudios de revisión 
del diseño de presas existentes para evaluar su seguridad hidrológica y la bondad 
de su diseño. 

Los pasos generales de aplicación del método propuesto se establecen a 
continuación: 

1. Con los registros de gastos pico y volúmenes de escurrimiento se constru­
ye la función de distribución conjunta bivariada F

0
.v ( QP, V) de acuerdo con 

los procedimientos establecidos previamente. 
2. Se debe disponer de la información del vaso, tal como la curva elevacio­

nes-capacidades, la ecuación de descarga y la política de operación de 
los vertedores de excedencias, así como cualquier otra información para 
poder llevar a cabo el tránsito de avenidas en el vaso. 

3. Con base en un análisis de riesgo hidrológico se selecciona el periodo de 
retorno para el diseño o revisión de la presa Tq,v· 

4. Se elige un par de valores de gasto pico y volumen de escurrimiento, tales 
que cumplan con la ecuación (2.38) para el Tq,v dado. 

5. Con el par de valores, gasto pico y volumen, se construye el hidrograma 
completo mediante el uso de la parametrización que mejor describa la 
forma general de las avenidas en la cuenca. Lo anterior puede hacerse 
seleccionando la parametrización que implique el menor error cuadrático 
de ajuste a los hidrogramas de avenidas máximas anuales registrados 
históricamente. Ya que el tiempo pico no se encuentra involucrado directa­
mente en la descripción probabilista del hidrograma y está demostrado 
que no tiene mucha influencia sobre la respuesta del vaso, éste puede 

estimarse mediante la relación práctica tP =31of8, o bien tp= 3 V 1 (4 OJ. 
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6. El hidrograma obtenido se transita por el vaso, empleando la curva de 
elevaciones-capacidades y las reglas de operación de la obra de exce­
dencias. El proceso de tránsito genera como resultados el almacenamien­
to y elevación máximos en el vaso, así como el gasto máximo descargado 
por la obra de excedencias. 

7. Se elige un nuevo par(Qp, V) tal que se siga cumpliendo la condición (2.38) y 
se repiten los pasos 4 a 6 tantas veces como sea necesario a fin de encon­
trar el par de valores (vector solución) que maximice la función objetivo Zm. 

8. Una vez determinada la solución, es posible calcular los periodos de retor­
no del gasto pico y el volumen de escurrimiento en forma individual a tra­
vés de las ecuaciones 2.39 y 2.40. 

Alternativamente y con fines de comparación, es posible proceder a la solu­
ción del problema mediante el método tradicional. En éste se deberá ajustar una 
FDP apropiada al registro de gastos máximos anuales, extrapolando para el pe­
riodo de retorno elegido. Posteriormente, la avenida completa se puede construir 
con un proceso de mayoración de la avenida máxima histórica o alguna avenida 
de referencia. El hidrograma obtenido se transita por el vaso obteniendo así las 
características de almacenamiento y elevación máximas en el vaso, así como el 
gasto máximo descargado por el vertedor de excedencias. 

Con el fin de presentar y evaluar la metodología descrita, ésta se aplicó a dos 
casos reales consistentes en la revisión de las avenidas de diseño de las presas 
mexicanas El Infiernillo, en Michoacán, y Luis Donaldo Colosio (Huites), en Sinaloa. 

2. 7 Aplicación a la revisión de la avenida de diseño de la presa E/ Infiernillo 

La presa El Infiernillo se encuentra en operación desde 1965 y, ya que en el tiem­
po de su diseño no se disponía de registros de escurrimiento, se recurrió a su di­
mensionamiento mediante la estimación del gasto pico de la avenida a partir de la 
envolvente de Creager. El gasto estimado por este medio fue de 38 777 m3/s. La 
seguridad hidrológica de la presa ha sido cuestionada en varias ocasiones llevan­
do esto a la realización de diversos estudios de revisión de la avenida de diseño 
(Marengo, 1994). Los resultados de algunos estudios se presentan en la tabla 2.4. =- Estudio -=-GastO¡)¡COClela avenida (_m3/sL_Volumen de la avenida (Mm3)--: 

1979 45.550 10,332 
1982 (Probabilístico) 69,278 11,163 
1982 (AMP, CFE) 32,953 11,032 
1984 (SARH) 32,200 12,480 

Tabla 2.4 Resumen de algunos estudios hidrológicos 
relacionados con la presa El Infiernillo 
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Con base en una estimación de la avenida máxima probable (AMP) llevada a 
cabo en 1982 y la aplicación de análisis de frecuencias convencional se decidió 
sobrelevar la cortina y las obras accesorias en 4.00 m. Con esto, se estableció el 
nivel de aguas máximas extraordinarias (NAME) en 180.40 msnm y se modifica­
ron también las políticas de operación de los vertedores. Por su parte, el nivel de 
aguas máximas ordinarias (NAMO) en época de avenidas se estableció en 
165 msnm. Los datos generales de la presa se presentan en la tabla 2.5. 

----------

Característica 

Área de la cuenca 
Gasto máximo registrado 
Gasto máximo de salida por el vertedor 
Capacidades antes de sobrelevaciones 
Capacidad al NAME 
Capacidad útil 
Capacidad de control de avenidas 
Capacidad muerta 
Niveles antes de sobrelevaciones 
NAME 
NAMO 
NAMINO 
Datos de la operación actual 

108,000 km' 
25,200 m3/s 
13,800 m'ls 

12,000 Mm' 
7,090 Mm3 

2,660 Mm3 

2,250 Mm3 

176.40 m 
169.00 m 
140.00 m 

NAME 180.40 m 
NAMO 165.00 m 
Elevación de la corona 184.00 m 

Tabla 2.5 Datos generales de la presa El Infiernillo 

La presa El Infiernillo se localiza en una región donde se ha detectado la 
presencia de tormentas tanto de origen convectivo como ciclónico, por lo cual 
resulta conveniente el uso de una función de probabilidad de poblaciones mezcla­
das en la descripción probabilista de las avenidas. Es decir, la función conjunta 
bivariada se construirá con funciones de distribución marginal tipo Gumbel mez­
cladas (Gumbel mixta en este caso). Con esto se tiene que: 

95 



ANÁLISIS DE FRECUENCIAS CONJUNTO PARA LA ESTIMACIÓN DE AVENIDAS DE DISEÑO 

siendo la construcción de la función bivariada la correspondiente al modelo logístico 
de Gumbel (ecuación 1.18) presentado en el capítulo 1, la cual a partir de este 
momento se denomina distribución bivariada Gumbel mixta. 

Fqv (Op.V)= ex{- {[-lnFq(OP)f + [-lnFv(v)r r) 
En las expresiones (2.42) y (2.43), Pq representa la probabilidad de que el 

gasto máximo anual de la avenida pertenezca a la población de gastos produci­
dos por tormentas convectivas, Pv la probabilidad de que el volumen de la avenida 
pertenezca a la población de volúmenes generados por tormentas convectivas, 
a1, a2, a3 y a4 son los parámetros de ubicación del modelo, c1, c2 , c3 y c4 son los 
parámetros de escala del mismo y m es el parámetro de asociación. 

El ajuste (estimación de los parámetros) del modelo bivariado se realiza me­
diante los procedimientos delineados en este trabajo. Para este proceso se utilizó 
la información histórica de gastos máximos y sus correspondientes volúmenes de 
escurrimiento de las avenidas registradas para El Infiernillo. Esta información se 
presenta en la tabla 2.6. 

De acuerdo con esa información, el valor del parámetro de asociación del mo­
delo bivariado, calculado a partir de la expresión (1 .16) resulta m = 1.505, mientras 
los parámetros de ubicación, escala y segregación, calculados con el método de 
la máxima verosimilitud son: 

Parámetros de ubicación: 
a1 = 3,385 m3/s 
a2 = 11,203 m3/s 
a -1744x106 m3 
3- ' 

a - 4 931 x 106 m3 4- ' 

Parámetros de escala 
c1 = 1,103 m3/s 
c2 = 6,!j51 m3/s 
c3 = 998 x 106 m3 

c4 = 1,336x 106 m3 

Parámetro de segregación de gastos 
Parámetro de segregación de volúmenes 

Pq= 0.8189 
Pv= 0.8124 

Revisión para un periodo de retorno T = 1 O, 000 años 

El análisis de frecuencias convencional (univariado) genera una avenida de diseño 
con gasto pico Op= 60,060 m3/s (estimado mediante la función de distribución Gum­
bel mixta) para el periodo de retorno Tq,v= 10,000 años previamente fijado. El hidro­
grama completo se ha construido por mayoración de la avenida máxima histórica 
(ocurrida en 1967). Este proceso asigna a la avenida un volumen V= 12,400 Mm3 

en forma totalmente arbitraria. Cuando el hidrograma se transita por el vaso, utili­
zando la curva actual de elevaciones-capacidades y la política de operación de 
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vertedores vigente, la superficie libre del agua alcanza una elevación de 183.00 
m. En las condiciones actuales, esta elevación deja un bordo libre de 1.00 m a la 
corona. Con este análisis, se puede pensar que El Infiernillo es segura 
hidrológicamente hablando, aunque el NAME se ve sobrepasado en 2.60 metros. 

Sin embargo, la aplicación del método propuesto genera el hidrograma de 
diseño mostrado en la figura 2.14. El periodo de retorno conjunto de la avenida es, 
de acuerdo con el nivel de riesgo de la revisión, también Tq.v = 10,000 años. El 
hidrograma se ha construido con interpolantes Hermitianos de tercer orden y el 
volumen del mismo no se ha seleccionado en forma arbitraria, sino cumpliendo 
con la condición del periodo de retorno conjunto. La parametrización empleada es 
la que mejor ajusta, según el criterio del mínimo error cuadrático, a los hidrogramas 
históricos de las avenidas máximas anuales registradas. 

Gasto pico Volumen escurrido 
Año instantáneo (m3/s) (Mm3) 

1955 11,000.0 3,785 
1956 2,588.6 921 
1957 1,635.0 457 
1958 4,671.0 8,472 
1959 3,379.0 566 
1960 3,110.0 2,163 
1961 3,352.0 3,071 
1962 3,686.0 5,419 
1963 3,100.0 1,313 
1964 3,588.2 2,216 
1965 5,874.2 2,462 
1966 2,502.7 1,874 
1967 25,200.0 7621 
1968 3,647.2 825 
1969 9,046.3 4,390 
1970 4,963.2 4,723 
1971 6,209.7 3,049 
1972 3,753.3 2,383 
1973 7,993.6 4,758 
1974 3,155.1 2,062 
1975 5,618.9 5,133 
1976 22,150.0 4,442 
1977 5,168.4 1,582 
1978 5,166.2 2,641 
1979 2,957.2 1,905 

Tabla 2.6 Avenidas máximas anuales registradas en El Infiernillo. 

97 



ANÁLISIS DE FRECUENCIAS CONJUNTO PARA LA ESTIMACIÓN DE AVENIDAS DE DISENO __ _ 

Qp Op= 54,000 m3/s 

54000 

43200 
V= 13,960 Mm' 

32400 

21600 

10800 

o"""--~--~--~--~-~--=~ .... l(h) 
o 24 48 72 96 120 144 

Figura 2.14 Avenida de diseño para El Infiernillo, T = 10,000 años. 

Las combinaciones posibles del hidrograma de entrada para el periodo de 
retorno considerado se muestran en la tabla 2.7. En este caso, la combinación 
que produce los efectos más desfavorables en el vaso es la formada por un 
gasto máximo Op= 54,000 m3/s y un volumen de escurrimiento V= 13,960 Mm3, 
los cuales poseen 10,000 años como periodo de retorno conjunto. Los periodos 
de retorno de gasto y volumen en forma individual, calculados con las expresio­
nes 2.39 y 2.40, son T = 3,800 años y T = 4,507 años respectivamente. Esta ave­
nida, al ser transitada por el vaso produce una elevación máxima de la superficie 
libre del agua de 186.73 m, la cual sobrepasa a la corona de la cortina en 2.73 
metros. 

No. Gasto Qp Volumen V Fq(q) Tq Fv(v) Tv F(q,v) Tq,v 
--------

1 o 15,020 0.0007 0.9999 10,002 0.0007 10,002 
2 500 15,020 0.0011 0.9999 10,002 0.0011 10,002 
3 1,000 15,020 0.0017 1 0.9999 10,002 0.0017 10,002 
4 5,000 15,011 0.6635 3 0.9999 9,935 0.6635 10,001 
S 10,000 14,999 0.8713 8 0.9999 9,846 0.8713 9,997 
6 20,000 14,979 0.9584 24 0.9999 9,699 0.9584 10,003 
7 30,000 14,928 0.9900 100 0.9999 9,334 0.9900 9,997 
8 40,000 14,804 0.9978 451 0.9999 8,503 0.9978 10,003 
9 42,000 14,760 0.9984 611 0.9999 8,226 0.9983 10,003 

10 44,000 14,704 0.9988 828 0.9999 7,887 0.9988 9,999 
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(continuación) 

11 46,000 14,633 0.9991 1 '122 0.9999 7,477 0.9991 9,999 
12 48,000 14,540 0.9993 1,522 0.9999 6,972 0.9993 9,999 
13 50,000 14,414 0.9995 2,065 0.9998 6,342 0.9995 10,001 
14 51,000 14,333 0.9996 2,405 0.9998 5,967 0.9995 10,002 
15 52,000 14,234 0.9996 2,801 0.9998 5,539 0.9996 9,999 
16 53,000 14,113 0.9997 3,262 0.9998 5,057 0.9996 10,000 
17 54,000 13,960 0.9997 3,800 0.9998 4,507 0.9996 10,000 
18 55,000 13,761 0.9998 4,426 0.9997 3,880 0.9996 10,000 
19 56,000 13,491 0.9998 5,155 0.9997 3,167 0.9996 9,999 
20 57,000 13,105 0.9998 6,005 0.9996 2,368 0.9995 10,000 
21 58,000 12,503 0.9999 6,995 0.9993 1,504 0.9993 10,001 
22 59,000 11,404 0.9999 8,148 0.9985 657 0.9985 10,000 
23 60,000 8,235 0.9999 9,492 0.9836 61 0.9836 10,000 
24 60,100 7,390 0.9999 9,638 0.9696 33 0.9696 10,000 
25 60,200 6,080 0.9999 9,786 0.9248 13 0.9248 10,000 
26 60,300 3,230 0.9999 9,936 0.6536 3 0.6536 10,000 
27 60,342 o 0.9999 10,000 0.0026 1 0.0026 10,000 

Tabla 2.7 Combinaciones de entrada para El Infiernillo. 

De acuerdo con los valores de los periodos individuales es evidente que el 
vaso de El Infiernillo es ligeramente más sensible al volumen de las avenidas que 
al gasto pico de las mismas. 

En forma clara, con los resultados obtenidos, la seguridad hidrológica de la 
presa para un período de retorno de 10,000 años está en duda. 

Se realizaron cálculos adicionales para otros periodos de retorno de la ave ni-
da de entrada. El resumen de resultados se muestra en la tabla 2.8 

50 173.64 
100 175.45 
500 179.27 
750 180.40 (NAME) 

1 ,000 181.07 
3,200 184.00 (Corona) 
5,000 185.27 

10,000 186.73 
40,000 189.70 

Tabla 2.8 Elevaciones máximas para diferentes 
periodos de retorno. Presa El Infiernillo 
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De acuerdo con estos resultados, el diseño actual de la presa El Infiernillo es 
hidrológicamente seguro para un periodo de retorno de sólo 750 años (al NAME) 
y de 3,200 años si se considera invasión total del bordo libre. Resulta evidente que 
El Infiernillo es una presa menos segura de lo que se piensa. 

Adicionalmente, se puede recordar que el riesgo hidrológico de falla está dado 
por: 

donde 
Tes el periodo de retorno y 
N es el número de años de vida útil de la presa 

Con base en esta expresión se puede decir que, considerando una vida útil de 
cincuenta años, el riesgo de falla actual de la presa es del 6.45%, mientras que el 
riesgo para un T=1 0,000 años es de sólo el 0.50%. Por esta razón, se puede 
afirmar que El Infiernillo es 13 veces más insegura de lo que se piensa. 

2.8 Aplicación a la revisión de la avenida de diseño de la presa Huites 

La presa Luis Donaldo Colosio, mejor conocida como Huites es la última de las 
grandes presas construidas en México. En operación desde 1994, la presa fue 
diseñada con una avenida obtenida mediante el análisis de frecuencias conven­
cional de gastos utilizando para ello un registro histórico de 49 años. La forma del 
hidrograma de diseño se obtuvo al mayorar la avenida histórica de 1990. Curiosa­
mente, la avenida máxima histórica se presentó en 1960 pero no fue utilizada en 
el análisis debido a que la mayoración de la avenida de 1990 produjo un mayor 
volumen, así que éste fue asignado de manera completamente arbitraria. 

El análisis convencional llevó al dimensionamiento definitivo de la obra, la 
cual tiene los datos mostrados en la tabla 2.9. Asimismo, los registros históricos 
de gastos y volúmenes se presentan en la tabla 2.1 O. 

100 

Característica 

Área de la cuenca 
·----- ---ce 

26,020 km2 

1265,000 m3/s 
22,445 m3/s 

Gasto máximo registrado 
Gasto máximo de salida por el vertedor 
Capacidades 
Capacidad al NAME 
Capacidad útil 
Capacidad de conservación 

4,568 Mm3 

2,408 Mm3 

1,102Mm3 
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(continuación) 

Característica 

Capacidad de control de avenida 558 Mm3 
Capacidad muerta 500 Mm3 
Niveles 
NAME 290.00 msnm 
NAMO 270.00 msnm 
Elevación de la corona 290.75 msnm 

Tabla 2.9 Datos generales de la presa Huites. 

De la misma forma que El Infiernillo, Huites se encuentra en una zona en la 
cual la presencia de dos poblaciones en la muestra de datos es evidente. Por esta 
razón, se ha utilizado también la distribución biGumbel doble en la aplicación. Los 
parámetros de la distribución resultaron: 

Parámetros de ubicación: 
a1 = 1,604.57 m3/s 
a2 = 6,669.27 m3/s 
a3 = 531.94 x 106m3 
a4 = 1,324.47 x 1 os m3 

Parámetros de escala 
c1 = 7 40.66 m3/s 
c2 = 3,071.53 m3/s 
c3 = 304.02 x 106 m3 

c4 = 728.61 x 106 m3 

Parámetro de segregación de gastos 
Parámetro de segregación de volúmenes 
Parámetro de asociación 

Pq = 0.7618 
Pv = 0.8101 
m= 1.6021 

Revisión para un periodo de retorno T = 10,000 años 

El análisis de frecuencias tradicional se repitió, resultando un gasto pico de 30,000 
m3/s y generando un hidrograma completo mediante la mayoración de la avenida 
de 1990. Este procedimiento asignó un volumen de escurrimiento al hidrograma de 
5,240 Mm3. El tránsito de esta avenida produce una elevación máxima de la su­
perficie del agua dentro del vaso Zm= 289.37 msnm. Ante este resultado el NAME 
de Huites parece adecuado. 

En la aplicación del método propuesto se utilizó la parametrización Pearson 
para la construcción de los hidrogramas completos de entrada, debido a que ésta 

fue la que mejor se ajustó a las avenidas máximas anuales registradas. Las com-
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binaciones de entrada para el periodo de retorno considerado se muestran en la 
tabla 2.11. La combinación de gasto pico y volumen de escurrimiento de Op= 29,000 
m3/s y V= 5,979 Mm3 respectivamente, es la que produce los efectos más desfa­
vorables para un periodo de retorno Tq.v = 10,000 años. Esta combinación genera 
una elevación máxima en el vaso de Zm = 290.58 msnm, la cual sobrepasa el 
NAME en 0.58 m. Los periodos de retorno asociados con el gasto y el volumen 
resultan de Tq = 6,034 años y Tv = 3,135 años respectivamente. La avenida de 
diseño se presenta en la figura 2.15. 

Los resultados indican que el vaso Huites es más sensible al gasto pico que al 
volumen de escurrimiento de las avenidas. 

Al igual que en el caso de El Infiernillo, la presa Huites no resulta hidroló­
gicamente segura para el periodo de retorno de 10,000 años. 

·-----

Año Gasto m3/s Volumen Mm3 Año Gasto m3/s Volumen Mm3 

1941 2,085 458 1967 2,506 593 
1942 2,531 1,302 1968 1,534 1,706 
1943 14,376 1,928 1969 1,508 837 
1944 2,580 871 1970 1,558 1,001 
1945 1,499 684 1971 2,200 905 
1946 1,165 720 1972 2,225 442 
1947 1 '127 435 1973 7,960 1,250 
1948 3,215 344 1974 3,790 607 
1949 10,000 2,966 1975 1,095 1,768 
1950 3,229 644 1976 2,677 565 
1951 6,777 111 1977 1 '135 601 
1952 1,266 474 1978 4,790 1,245 
1953 1,025 163 1979 6,860 986 
1954 955 596 1980 1,496 1,076 
1955 4,780 787 1981 4,828 992 
1956 696 513 1982 2,450 351 
1957 593 69 1983 8,275 1,625 
1958 3,010 740 1984 5,580 1,258 
1959 1,908 352 1985 3,585 1,092 
1960 15,000 1,842 1986 1,349 1 '185 
1961 1,396 689 1987 1,429 766 
1962 1,620 437 1988 1,866 683 
1963 2,702 885 1989 1,868 428 
1964 1,319 384 1990 11,558 2,930 
1965 1,944 305 1991 2,563 653 
1966 2,420 2,716 1992 2,025 601 

Tabla 2.10 Avenidas máximas anuales registradas en Huites. 

102 



ESTIMACIÓN DE AVENIDAS PARA El DISENO DE VASOS 
--. --. --·--· ·----·- --------

Cálculos adicionales para otros periodos de retorno y sus correspondientes 

resultados se presentan en la tabla 2.12. 

------
No. Gasto Qq Volumen V Fq(q) Tq Fv(v) Tv F(q,v) Tq,v 
---· 

1 o 6,825 0.0002 1 0.9999 10,000 0.0002 10,005 
2 5,000 6,822 0.7966 5 0.9999 9,964 0.7966 10,011 
3 6,000 6,821 0.8285 6 0.9999 9,950 0.8285 10,005 
4 7,000 6,820 0.8583 7 0.9999 9,936 0.8583 10,002 
5 8,000 6,819 0.8862 9 0.9999 9,923 0.8862 10,000 
6 9,000 6,818 0.9109 11 0.9999 9,909 0.9109 10,002 
7 10,000 6,817 0.9317 15 0.9999 9,896 0.9317 10,008 
8 11,000 6,815 0.9484 19 0.9999 9,868 0.9484 10,005 
9 12,000 6,813 0.9615 26 0.9999 9,841 0.9615 10,008 

10 13,000 6,810 0.9715 35 0.9999 9,801 0.9715 10,004 
11 14,000 6,807 0.9791 48 0.9999 9,761 0.9791 10,008 
12 15,000 6,803 0.9847 65 0.9999 9,707 0.9847 10,009 
13 16,000 6,798 0.9889 90 0.9999 9,641 0.9888 10,009 
14 17,000 6,792 0.9919 123 0.9999 9,562 0.9919 10,012 
15 18,000 6,784 0.9941 170 0.9999 9,458 0.9941 10,009 
16 19,000 6,774 0.9957 235 0.9999 9,329 0.9957 10,005 
17 20,000 6,762 0.9969 324 0.9999 9,176 0.9969 10,007 
18 21,000 6,747 0.9978 448 0.9999 8,989 0.9978 10,012 
19 22,000 6,727 0.9984 620 0.9999 8,746 0.9984 10,009 
20 23,000 6,701 0.9988 857 0.9999 8,440 0.9988 10,006 
21 24,000 6,667 0.9992 1,187 0.9999 8,055 0.9991 10,008 
22 25,000 6,620 0.9994 1,642 0.9999 7,552 0.9994 10,003 
23 26,000 6,554 0.9996 2,274 0.9999 6,898 0.9995 10,002 
24 27,000 6,455 0.9997 3,148 0.9998 6,022 0.9996 10,002 
25 28,000 6,293 0.9998 4,358 0.9998 4,822 0.9997 10,006 
26 28,500 6,165 0.9998 5,128 0.9998 4,045 0.9997 10,000 
27 29,000 5,979 0.9998 6,034 0.9997 3,135 0.9996 10,001 
28 29,500 5,678 0.9999 7,101 0.9995 2,075 0.9995 10,002 
29 30,000 5,086 0.9999 8,356 0.9989 922 0.9989 10,000 
30 30,500 2,450 0.9999 9,832 0.9620 26 0.9620 10,000 
31 30,552 o 0.9999 10,000 0.0030 1 0.0030 10,000 

Tabla 2.11 Combinaciones de entrada para el caso de la presa Huites. 

De acuerdo con los resultados obtenidos, el diseño actual indica que la presa 
Huites es hidrológicamente segura para un periodo de retorno de 7,000 años (al 

NAME) y de 10,000 años si se considera invasión total del bordo libre hasta la 
corona. 

De la misma forma que en la revisión anterior, al tomar una vida útil de cin· 

cuenta años, se tiene que el riesgo de falla de la presa Huites es del o. 71% mien-
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tras que, para el periodo de retorno original de T = 1.0.000 años, el riesgo hidrológico 
es de sólo 0.50 por ciento. 

De esta forma, se puede afirmar que la presa Huites, está sujeta a un riesgo 
de falla 1.42 veces mayor que el que se piensa. 

o, 
""" 

""' 
... 1 
""'j 

o,= 29,000 m'/s 

/\ 1 \y\\ V= 5,979 Mm' 

1 \ \ 
\ 

"" '-, 
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Figura 2.15 Avenida de diseño. Presa Huites. T = 10,000 años. 

Tq,, (años) 

50 
100 
285 
500 

1,000 
5,000 
7,000 

10,000 
10,400 

279.44 
282.05 
284.28 
285.38 
286.42 
289.33 
290.00 (NAME) 
290.58 
290.75 (Corona) 

Tabla 2.12 Elevaciones máximas para diferentes periodos 
de retorno. Presa Huites. 

2.9 Algunas conclusiones de la aplicación 

Con estos ejemplos se puede concluir que la metodología desarrollada para el 
diseño o revisión de vasos de almacenamiento presenta varias ventajas. En pri-
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mer lugar, el uso de un hldrograma descrito por dos parámetros evita la arbitrarie­
dad en la selección del volumen de escurrimiento de la avenida además del gasto 
pico. El volumen de la avenida se elige de acuerdo con el criterio del análisis de 
frecuencias conjunto. El evento de diseño resultante para un periodo de retorno 
dado se obtiene como la solución de un problema de optimización, de tal forma 
que se asegura que se está obteniendo la condición más desfavorable para el 
nivel de riesgo aceptado. El proceso de optimización permite además que las 
características de la obra participen en la estimación del evento de diseño. De 
esta manera, la avenida de diseño será particular de la obra bajo estudio. 

En los dos ejemplos presentados, se obtienen resultados interesantes. En el 
caso de la presa El Infiernillo se ha determinado que el riesgo de falla durante su 
vida útil es 13 veces mayor que el que se cree. Este resultado indica que, aún con 
la sobrelevación de la corona y reducción del nivel de conservación, E\ Infiernillo 
es una presa insegura para T = 10,000 años. 

En el caso de la presa Huites, el diseño actual, aunque un poco escaso, resul­
ta mejor librado. La presa está sujeta a un riesgo de falla en su vida útil ligeramen­
te mayor que el correspondiente a un periodo de retorno de 10,000 años. De 
cualquier forma, la presa Huites es ligeramente más insegura de lo que se cree. 

Con Jos resultados de estos ejemplos, es evidente que el establecimiento de 
un programa para la revisión hidrológica de las presas existentes es muy nece­
sario. 
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3 Estimación de avenidas de diseño en obras 
ubicadas en redes de ríos 

Frecuentemente, en la hidrología de superficie, la región dentro de la cual se cons­
truirán obras de control de avenidas se ubica en una red de ríos. Tal es el caso de 
las obras situadas en llanuras de inundación de ríos importantes en las que co­
múnmente se llevan a cabo diversas acciones estructurales para el control de 
las crecientes. En México, esta situación se encuentra en forma clara en las cuen­
cas bajas de los ríos Papaloapan, Grijalva y Pánuco y, en menor grado, en el río 
Balsas. Como ejemplo, en la figura 3.1 se aprecia la red hidrográfica del sistema 
Papaloapan ubicada en el sureste de la República Mexicana. 

La estimación de eventos para el diseño de obras ubicadas en redes de ríos 
no puede realizarse, en la mayoría de los casos, mediante el análisis de frecuen­
cias convencional, el cual se basa en el tratamiento probabilístico de registros de 
escurrimiento univariados (generalmente gastos máximos) en el sitio donde se 
pretende proyectar la obra hidráulica. En el caso de las llanuras de inundación, las 

• 
~ 
o 
o 
o • • e 
" • r 
> 

!!.:STA DO DI!: Vl!!:RACRUZ 

E STAOO DE OAXA.CA 

Figura 3.1 Red hidrográfica del sistema Papaloapan. 
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pendientes de los cauces son generalmente pequeñas, por lo cual la capacidad 
hidráulica de los mismos es limitada. En avenidas extraordinarias es frecuente 
que los escurrimientos en la cuenca sobrepasen la capacidad de los cauces pro­
vocando el desborde lateral hacia las zonas adyacentes generando regiones de 
inundación temporal denominadas lagunas de inundación. 

Por esta razón, la posibilidad de contar con registros de escurrimiento confiables 
en las partes bajas de la cuenca se ve limitada, ya que éstos serán confiables so­
lamente en los casos en los que el flujo ocurra dentro de la sección de control del 
cauce, lo cual necesariamente sucede en épocas de bajo escurrimiento. Una vez que 
se inicia el desborde por la falta de capacidad del tramo, las mediciones, si es que és­
tas se pueden realizar, no corresponderían a las magnitudes reales. Por esto, para 
eventos de gran magnitud no se dispone de mediciones adecuadas aun cuando exis­
tan estaciones hidrométricas en las llanuras de inundación de las redes hidrográficas. 

Por lo anterior, la aplicación del análisis de frecuencias convencional en el 
sitio de la obra, si éste se encuentra en la planicie, es prácticamente imposible. 

Una alternativa para la atención de este problema podría ser el complemento 
de los registros en el sitio utilizando información medida en la parte media o alta 
de la cuenca. La información en las estaciones podría ser transferida al sitio en 
estudio mediante algún modelo de tránsito. Sin embargo, es frecuente que, para 
eventos extraordinarios, no se cuente con registros confiables de hidrogramas 
completos, sino sólo de su gasto pico, estimado a través de una curva de eleva­
ciones-gastos o del método de sección-pendiente. 

La generación sintética de los registros faltantes es otra alternativa. Sin em­
bargo, ésta no es recomendable ya que el registro confiable está formado exclusi­
vamente por eventos pequeños (que no han desbordado), por lo cual el modelo 
de generación sintética no podrá tomar en cuenta los gastos extremos, los cuales 
son precisamente los eventos de interés para los iines de diseño. 

Con estos antecedentes, parece razonable y justificado utilizar la información 
de los escurrimientos en sitios en los cuales se tenga confianza en los registros, 
mediante un análisis de frecuencias conjunto. Este enfoque de atención es el que 
se presenta a continuación utilizando el planteamiento general del análisis de 
frecuencias conjunto multivariado. 

Considérese una red de ríos, como la mostrada en la figura 3.2, en la cual las 
corrientes mantienen una cierta topología, quizás compleja pero definida, de tal 
forma que en algún punto se tiene la confluencia de todas ellas. Llamemos esta­
ción i al sitio en el cual se tienen registros históricos del río i y asociemos los datos 
o, a la serie de gastos máximos anuales registrados en dicha estación. 

Supongamos ahora que se tiene proyectada una cierta obra hidráulica o es­
tructura en algún sitio o tramo de la red hidrográfica. Esta obra podrá ser, por 
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Figura 3.2 Nomenclatura utilizada en la red de n ríos. 

ejemplo, un bordo longitudinal de protección, un bordo perimetral o un desvío 
lateral. En este tipo de obras se tienen capacidades de almacenamiento peque­
ñas por lo que son principalmente sensibles al gasto pico de una avenida. Por 
tanto, para esta aplicación basta caracterizar las avenidas registradas en las esta­
ciones hidrométricas 1, 2, ... , n, por su gasto pico. 

Consideremos por ejemplo, el bordo longitudinal A para la protección de una 
zona susceptible a la inundación por el desborde del río (figura 3.3). Si en el sitio 
de construcción de la obra existiera información hidrométrica de gastos máximos 
anuales, un análisis de frecuencias convencional proporcionaría el gasto pico del 
hidrograma de diseño para distintos periodos de retorno, con lo cual se dispondría 
de la información requerida para el diseño de la obra. Sin embargo, por las razo­
nes antes expuestas es común que dicha información no exista o no sea confiable, 
por lo que elegimos la aplicación de un método que utilice la información de las 
estaciones i (i=1, 2, ... , n) ubicadas en la parte alta o media alta de la cuenca. 

Ahora bien, al utilizar los registros de las estaciones i, la pregunta que surge 
en ·forma inmediata en el proceso de diseño es: ¿Cuáles deben ser las caracte­
rísticas de los eventos presentados en los sitios de las estaciones hidrométri­
cas, tales que, al ser combinados, generen el evento con el periodo de retorno 
requerido en el sitio de la obra? O bien, en forma alterna como: ¿Cómo se relacio­
na el periodo de retorno del evento de diseño en el sitio de la obra, con los pe­
riodos de retorno de los eventos correspondientes en los sitios en los cuales existen 
registros? 
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Figura 3.3 Obra ubicada dentro de una red de ríos. 

La respuesta a estas preguntas se realiza a través del planteamiento del aná­
lisis de frecuencias conjunto multivariado. en el cual/os gastos 0 1, 0 2 , ... On son 
considerados como las variables aleatorias y tratados de acuerdo con la teoría 
establecida en el capítulo 1 a través del periodo de retorno conjunto. El enfoque 
de solución se detalla a continuación. 

3. 1 Análisis de frecuencias conjunto 

Con base en la figura 3.3, considérese que en las estaciones hidrométricas i=1, 2, 
... , n se dispone de los registros correspondientes a los gastos máximos anuales 
0 1, 0 2, ..• , On. El periodo de retorno conjunto, definido según {1.43) y que está 
asociado con el evento q1 > 0 1, q2 > 0 2, ... , qn > On esta dado por: 

(3.1) 
T1,2, .. ,n = __ " _____________ :__ ___ _ 

1-1/i(O;)+ I Fi,,;,(0;,.0;,)- ... +(-1)" 1;Fi,;,. ;,(o;,.O;, .... ,oJ 
i=1 

Como se mencionó en el capítulo 1, existe una infinidad de juegos de vaitíl-41 
0 1, 0 2, ... , On que satisfacen la ecuación (3.1) para un T1.2, .. ,n dado. Cada vector 
puede traducirse en hidrogramas completos en /as corrientes individuales, por 
ejemplo, a partir de procesos de mayoración de las avenidas máximas históricas 
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en cada sitio en particular. En principio, podría emplearse una metodología similar 
a la planteada en el capítulo 2 para construir hidrogramas de diseño parametrizados 
en términos de gasto pico y su volumen. No obstante, desde el punto de vista de 
la función de distribución de probabilidad multivariada que resultaría, lo anterior 
implicaría duplicar la dimensionalidad del problema. Adicionalmente, cuando el 
número de tributarios de la red es grande, multiplicar el número de variables de 
diseño por dos, reduce la significancia de la muestra histórica en forma considera­
ble. En todo caso, como se especificó anteriormente, el tipo de obras de interés 
para esta aplicación son principalmente sensibles al gasto pico. 

Los hidrogramas, transitados por la red de ríos bajo estudio, producirán un 
cierto efecto en el o los sitios de las obras. Cada combinación de gastos en las n 
corrientes individuales, es decir, cada vector tratado arrojará un resultado de la o 
las variable de interés en el sitio estudiado. 

Es evidente que, en general, se tendrá un vector tal que produce el efecto 
más desfavorable sobre la obra por diseñar. Este será precisamente el vector que 
soluciona el problema de estimación. 

Como ejemplo, para el diseño de bordos longitudinales de protección, resulta 
obvio pensar que la característica más importante es la elevación máxima que 
alcanza la superficie libre del agua en una sección dada. Entonces, para el diseño 
del bordo en una determinada sección, el vector solución elegido será el que 
produzca la mayor elevación de la superficie libre del agua en ese sitio. Evidente­
mente esa elevación corresponderá a la elevación mínima requerida por la corona 
del bordo en cuestión. 

Es conveniente comentar que dada la flexibilidad planteada en la solución del 
problema de estimación, se puede elegir la función objetivo a optimizar de acuer­
do con la naturaleza específica del problema que se esté atendiendo. De esta 
manera, se podría maximizar o minimizar alguna función de la elevación de la 
superficie libre y no solamente dicha elevación. Ya que en general, no se puede 
disponer en forma explícita de la función objetivo; debe recurrirse a métodos nu­
méricos de optimización con restricciones. 

El procedimiento permite obtener la condición más desfavorable para una obra 
especifica y para el periodo de retorno elegido y también, al final del cálculo, se habrá 
obtenido el hidrograma y periodo de retorno en cada una de las corrientes que forman 
la red de ríos. Es decir, los eventos en los n ríos individuales no son elegidos arbitra­
riamente, sino que se seleccionan con el criterio conjunto del análisis de frecuencias. 

Finalmente, es importante comentar que para la realización de análisis esta­
dísticos multivariados aplicados en la hidrología es recomendable que las esta­
ciones involucradas tengan un comportamiento homogéneo en su frecuencia de 

avenidas. Resulta entonces deseable que los registros cumplan con alguna prue-
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ba de homogeneidad regional, como por ejemplo la prueba de Langbein, pro­
puesta por Dalrymple (1960). Si los registros en las estaciones propician la falta 
de homogeneidad, el análisis multivariado resulta poco confiable. 

3.2 Ejemplo de aplicación 

El río Papaloapan se encuentra en la región hidrológica Núm. 28 ubicada en el 
sureste de la República Mexicana. La red hidrográfica del río Papaloapan, cuya 
longitud es de 314 km aproximadamente, está formada por los ríos Tonto, Valle 
Nacional, Obispo, Tesechoacán y San Juan Evangelista, entre los más importan­
tes, además de otros afluentes menores como los ríos Lauchapan y Amapa. La 
cuenca cubre una superficie cercana a los 47,000 km2 y tiene la topología mostra­
da en la figura 3.1. 

En la parte final de su recorrido el río Papaloapan cruza la planicie costera 
formando un amplio sistema de lagunas y llanuras de inundación. La región se ve 
afectada con frecuencia por fenómenos meteorológicos diversos que producen 
altas precipitaciones, generando avenidas extraordinarias. En muchas ocasiones, 
la capacidad de los cauces se ve excedida generándose así el desbordamiento 
hacia las zonas adyacentes. 

Este problema, que representa una amenaza latente para los habitantes de la 
planicie, ha sido atendido mediante la realización de diversos estudios y la cons­
trucción de obras de infraestructura. 

En cuestión de estudios, el Instituto Mexicano de Tecnología del Agua (IMTA) 
retomó recientemente el modelo de simulación del tránsito de avenidas por la 
llanura de inundación del río Papalopan implementado originalmente por la Comi­
sión del Plan Nacional Hidráulico (CPNH) en 1977. El modelo se reprogramó y 
calibró con las condiciones actuales y el código fue denominado PAPAL. PAPAL 
considera el efecto de almacenamiento temporal en las lagunas de inundación 
mediante un modelo unidimensional con posibilidad de transferencia de masa 
lateral por medio de una función tipo vertedor. 

El modelo PAPAL, que fue desarrollado para facilitar el estudio de las obras de 
protección y otras acciones de control en la cuenca, requiere como datos de en­
trada, los hidrogramas de avenida en las estaciones hidrométricas ubicadas en el 
piamonte y proporciona como resultados los gastos y elevaciones de la superficie 
libre del agua en cualquier parte de la red de ríos. 

Con objeto de poder ejemplificar el uso de la metodología propuesta en este 
trabajo, la red hidrográfica del sistema Papaloapan se simplificó de la siguiente 
manera: 
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1. Los ríos Lauchapan, Amapa y Obispo aportan, en forma individual, menos 
del 3% del escurrimiento medio anual en el río Papaloapan y se excluye­
ron de la red. 

2. Después de la construcción de la presa Temasca/ (Presidente Miguel Ale­
mán), el río Tonto quedó completamente controlado, modificando su ré­
gimen de escurrimiento. Con esto, se consideró que el gasto en el río 
Tonto corresponde al gasto descargado por la planta hidroeléctrica, el cual 
es aproximadamente constante e igual a 300 metros cúbicos por segundo. 

3. Los demás escurrimientos se toman en cuenta al considerar la red forma­
da por los ríos Tesechoacán, San Juan Evangelista y el propio Papaloapan. 

La red simplificada se muestra en la figura 3.4. Con estas simplificaciones, el 
problema del sistema Papaloapan se reduce a un análisis de frecuencias trivariado, 
llevado a cabo con la información de gastos en las estaciones hidrométricas 
Tuxtepec, sobre el río Papaloapan; Azuela, sobre el río Tesechoacan y Cuatoto­
lapan, sobre el río San Juan Evangelista. 

Los datos de gastos máximos anuales de las estaciones hidrométricas consi­
deradas para este ejemplo son:Tuxtepec, de 1961 a 1981 ;Azuela, de 1948 a 1991 y 
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" • ~o e 
" • r 
> 

l!:l5TADO DI! OAXACA 

25 50 

Figura 3.4 Red simplificada del sistema Papaloapan. 
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Cuatotolapan, de 1948 a 1992 y se muestran resumidos en la tabla 3. 1. Asimismo, 
la tabla 3.2 muestra las avenidas máximas históricas registradas en cada una de 
las estaciones. 

-----.-·--- ---
___j>astos máximos anuales (m3/&_ _Gastos máximos anuales (m3/&_ 

Año Tuxtepec_Azue~ Cuatotolapan -~ñ()_Tuxtepec ~zuela __S:uatotolapan 

1948 630 519 1971 2,535 960 773 
1949 702 641 1972 3,310 970 723 
1950 750 652 1973 5,220 1,593 2,100 
1951 974 763 1974 4,830 2,093 2,076 
1952 1,320 854 1975 5,120 1,952 1,907 
1953 942 598 1976 3,060 1,480 795 
1954 1,240 678 1977 1 ,700 740 553 
1955 915 990 1978 2,810 160 2,184 
1956 947 738 1979 4,450 986 784 
1957 705 71 o 1980 3,339 1,805 1 ,709 
1958 1,023 943 1981 6,145 1,738 1,326 
1 959 725 61 o 1982 1 ,367 856 
1960 1,270 1,190 1983 1,321 1,400 
1961 4,235 975 875 1984 1,202 1,443 
1962 2,750 735 681 1985 1,090 
1963 2,562 750 1,232 1986 1 '1 98 
1964 3,340 7 41 626 1 987 1 ,594 
1965 3,015 770 693 1988 1,905 
1966 3,263 722 1 '188 1989 1,697 
1967 2,780 733 608 1990 1,072 
1968 3,002 1,320 1,224 1991 2,088 
1969 4,669 1,404 4,165 1992 
1970 3,038 906 1,000 

Tabla 4.1 Gastos máximos anuales. 

1,714 
1,804 

1 '158 
1,616 

Según la prueba de Langbein (Dalrymple, 1960), las tres estaciones pertene­
cen a una región hidrológicamente homogénea y sus datos pueden utilizarse en 
análisis regionales y conjuntos. 

Considérese ahora el problema mostrado en la figura 3.5. Por un lado, se 
pretende rescatar una zona al este de los ríos San Juan y Papaloapan, la cual 
podría utilizarse para la ganadería o las prácticas agrícolas propias de la región. 
Para esto se considera adecuado el diseño y construcción de un bordo longitudinal 
de protección (bordo 1) sobre la margen derecha de los ríos citados. 

Por otra parte, el poblado de Tlacotalpan, ubicado aguas abajo de la confluen­
cia de los ríos Papaloapan y San Juan Evangelista, se ve frecuentemente afecta­
do por las inundaciones debidas al desborde de dichos ríos. Por esto, una segunda 
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obra consiste en la sobrelevación del bordo longitudinal de protección existente 
(bordo 2). 

Tiempo Gastos medios diarios (m3fs) Tiempo 
(h) Tuxtepec Azuela Cuatotolapan (h) 

o 987 174 1,082 384 
24 911 158 1,018 408 
48 923 149 1,003 432 
72 757 144 997 456 
96 714 146 1,043 480 

120 660 142 1,237 504 
144 760 129 1,499 528 
168 931 122 1,604 552 
192 1,732 115 1,794 576 
216 4,208 110 2,080 600 
240 5,184 116 2,380 624 
264 4,502 115 3,295 648 
288 3,819 104 4,015 672 
312 4,768 129 2,764 696 
336 5,451 258 1,703 720 
360 4,478 318 1,260 

Tabla 3.2 Avenidas máximas históricas. 

o 

Figura 3.5 Obras de protección en proyecto. 

Gastos medios diarios (m3/s) 
Tuxtep!'c Azuela Cuatotolapan 

2,642 
1,807 
1,413 
1 '185 
1,042 

969 
981 
825 
714 
639 
588 
553 
529 
503 
454 

--------· 

302 
263 
253 
425 

1,099 
1,936 
1,321 

889 
767 
721 
703 
548 
440 
490 
756 

25 

1,085 
1,008 

896 
765 
660 
606 
548 
535 
548 
529 
528 
560 
567 
545 
525 

Eoteción 
Cuarorolapan 

50 
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Se estima que con la construcción de estas obras se logrará el objetivo de 
rescate y protección de dichas zonas. 

Un sencillo análisis de riesgo hidrológico, si se acepta que existe un 25% 
de probabilidad de que la avenida de diseño sea igualada o excedida en los trein­
ta años de su vida útil, conduce a considerar un periodo de retorno de diseño 
T=100 años. 

Ya que la red simplificada corresponde al caso trivariado, el periodo de retor­
no conjunto esta dado, según la expresión (3.1 ), por: 

T,,,,3 = (3.2) 

1- F, (01 ):__ F, (O, ~F3 (03 )+ F,,2 (01,02 )+ F,.3 (0,,03 )+F2.3 (0,,03 )- F, 2.3 (o,,Q,,o;) 

por lo que es necesario determinar la función de distribución conjunta trivariada 
F(01, 0 2 , 0 3). 

Ajuste de la función de distribución conjunta trivariada 

Ya que para este caso no es evidente la presencia de poblaciones mezcladas en 
el registro de gastos máximos, se ha elegido el modelo logístico de Gumbel con 
marginales tipo Gumbel o de valores extremos tipo 1, como la función de distribu­
ción conjunta. Se tiene entonces que: 

F(o,. o,. o,)= 

¡ 1 

exp -[ exp[- m O, ~1ll1 ) + exp(- m O, a~ U
2

) + exp(- m O, a~ U3
) r 

(3.3) 

es la función utilizada, la cual ha sido denominada función TriGumbel, donde: 

u1, u2, u3 son los parámetros de ubicación del modelo, 
a1 , a

2
, a

3 
son los parámetros de escala del modelo trivariado y 

m es el parámetro de asociación. 

El parámetro de asociación se calcula aplicando el método basado en el con­
tenido de los octantes presentado en el capitulo 1. Después de seis iteraciones se 
obtuvo un valor m=1.B334. Con esto, los seis parámetros restantes pueden 
obtenerse por el método de la máxima verosimilitud. En este caso, la función 
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logarítmica de verosimilitud se maximizó por medio del algoritmo de Rosenbrock 
(1960), utilizando para este fin un programa de cómputo basado en las rutinas 
presentadas por Kuester y Mize (1973). 

Si llamamos 0 1 a los gastos presentados en la estación Tuxtepec, 0 2 a los 
correspondientes a la estación Azuela y 0 3 a los registrados en la estación 
Cuatotolapan, se tiene que los valores de los parámetros de la función TriGumbel, 
que maximizan la función logarítmica de verosimilitud y que constituyen, por lo 
tanto, el mejor ajuste resultan ser: 

Parámetros de ubicación: 

Parámetros de escala: 

Parámetro de asociación: 

u1 =5,457.73 m3/s 
u2 =1, 729.28 m3/s 
u3 = 669.49 m3/s 

a1 =1 ,871.25 m3/s 
a2 = 770.14 m3/s 
a3 =1 ,427.93 m3/s 

Una vez determinada la función trivariada, las funciones marginales en una y 
dos variables pueden obtenerse como: 

-
F,,2 (o,, 02) = J F,,,,3 (o,, 02,03 )d 03 

-
F2,3(02,03)= J F,,2,3(0,,Q2,03)dO, 
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con lo cual la expresión para el periodo de retorno conjunto T1.2.3 queda completa­
mente caracterizada. 

Adicionalmente, los periodos de retorno asociados con los eventos en las 
corrientes individuales están dados por las siguientes expresiones: 

1 T,--·-­
- 1-F1(01) 

1 
T2----·­

-1-F2(02) 

1 T3 -----­
-1-F3(03) 

Planteamiento de la función objetivo 

(3.4) 

Debido a la naturaleza de las obras por diseñar, el parámetro de mayor importan­
cia corresponde al tirante o elevación de la superficie libre del agua que se alcan­
za en los tramos involucrados del río en estudio, ya que ésta indicará la elevación 
mínima requerida por la corona de los bordos. 

Ya que los bordos se extienden por varios kilómetros, resultaría adecuado 
determinar las elevaciones máximas esperadas, para el periodo de retorno de 
diseño, a lo largo de los mismos. Por esta razón, aprovechando la discretización 
espacial de los ríos en el modelo PAPAL, el cual considera tramos de entre 5 y 1 O 
km, se puede plantear la obtención de la envolvente de elevaciones máximas 

para los tramos involucrados en el bordo bajo estudio. 
Ya que se tienen en sí dos obras distintas (bordo1 y bordo 2), es conveniente 

tratar a éstas por separado a fin de encontrar la condición más desfavorable para 
cada una. 

Con esto, la función objetivo a considerar está dada, por lo tanto, por: 

<1> 1 ~ J, h(s )ds 
L, 

(3.5) 

donde: 

<1>1 es la función característica de la solución para el bordo i 
L1 es la longitud del bordo i (medida a lo largo del propio bordo) 
h(s) es la elevación máxima de la superficie libre del agua (en cada tramo de la 
longitud L¡) 
ses la coordenada curvilínea a lo largo del bordo. 

i es el bordo en estudio (i ~ 1, 2) 
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Ya que se busca la solución más desfavorable para el T1 2 3 prefijado, la solu­
ción al problema estará dada por el vector solución (01, o~,' 0 3) que genere la 
máxima elevación de la superficie libre del agua, con lo que se obtendrá la eleva­
ción mínima requerida en los bordos mediante la simple adición de un bordo libre. 

Con lo anterior, el planteamiento de solución de problema se resume como: 
Para cada bordo i (i = 1, 2) 

Sujeto a: 

máx <t> 

T1.2.3 = 

1 

o >0 
o' >O 
d>O 

3 

Para la solución del problema de optimización se puede seguir el proceso 
descrito a continuación: 

1. Se elige un vector de gastos máximos ( 0 1, 0 2, 0 3) tal que se satisfaga la 
identidad (3.2) para el T1.2•3 dado. Para este caso T1_2_3 = 100 años. La 
elección del vector se puede realizar fijando un valor para dos de los gas­
tos y luego calculando el tercero de ellos a partir de la ecuación 3.2. 

2. Con el vector se construyen los hidrogramas de entrada a la red. Si no se 
tiene mayor información se puede utilizar un proceso de mayoración de las 
las avenidas máximas históricas. Para este ejemplo se han utilizado las ave­
nidas máximas históricas registradas en la tabla 3.2. 

3. Se simula el tránsito de los hidrogramas construidos en el paso 2 por la 
red de ríos. Para esto se ha utilizado el modelo PAPAL obteniendo los lim­
nogramas en los tramos de interés. 

4. Se calcula la función objetivo <t> para cada bordo. 
5. Se elige otro vector de tal forma que se siga cumpliendo la igualdad 3.2. 
6. Los pasos 2 a 5 se repiten tantas veces como sea necesario a fin de 

determinar los máximos de las funciones <t> para cada bordo. 

El hidrograma determinado a partir del vector solución que maximice la fun­

ción objetivo <t>¡corresponderá a la avenida de diseño del bordo i. 
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En este ejemplo se probaron sesenta vectores (01, 0 2 , 0 3), los cuales se 
presentan en la tabla 3.3. Como se observa, todas las combinaciones probadas 
corresponden a un periodo de retorno de cien años. 

Los vectores solución que presentan los máximos valores de las funciones 
objetivos y que por lo tanto corresponden a las condiciones más desfavorables 
para el diseño son: 

Bordo 1: 
3 

Q = 11,500 m /s, 
3 

Q = 3,500 m /s, 
3 

Q = 6,908 m /s 
' 2 3 

<1> = 339.92 x 10
3

m 
2 

De acuerdo con las expresiones (3.4), estos datos corresponden a eventos 
con periodos de retorno T1 = 26 años, T2 = 1 O años, T3 = 80 años en las estacio-
nes Tuxtepec (río Papaloapan), Azueta (río Tesechoacán) y Cuatotolapan (río San 
Juan). 

--·---- --·-----·-----------------·---
PARÁMETROS FUNCIÓN 

U1= 5457.73 U2= 1729.28 U3= 669.49 
a1= 1871.25 a2= 770.14 a3= 1427.93 

Corrida Vectores m= 1.8334 
--------· ------ --- --- ----- ·----.. -

o, o, o, _____ F(O,). F(02) ~~(01,02) F(O,,OJ F(Q2,0~ F(0 1 ,02,0~ T (Años) 

1 o 5000 5834 0.0000 0.9858 0.9735 0.0000 0.0000 0.9693 0.0000 100.0 
2 1500 5271 o 0.0003 0.9900 0.2023 0.0003 0.0002 0.2023 0.0002 100.0 
3 2000 2500 7210 0.0018 0.6924 0.9898 0.0017 0.0018 0.6922 o.oon 100.0 
4 2000 5000 5834 0.0018 0.9858 0.9735 0.0018 0.0018 0.9693 0.0018 100.0 

5 2500 2000 7227 0.0078 0.4948 0.9899 0.0072 0.0078 0.4947 0.0072 100.0 
6 2500 5000 5834 0.0078 0.9858 0.9735 0.0078 0.0078 0.9693 0.0078 100.0 
7 3000 2500 7210 0.0243 0.6924 0.9898 0.0236 0.0243 0.6922 0.0236 100.0 
8 3000 5000 5834 0.0243 0.9858 0.9735 0.0243 0.0243 0.9693 0.0243 100.0 
9 3500 2500 7210 0.0580 0.6924 0.9898 0.0560 0.0580 0.6922 0.0560 100.0 
10 3500 5000 5834 0.0580 0.9858 0.9735 0.0580 0.0580 0.9693 0.0580 100.0 
11 4000 2500 7210 0.1131 0.6924 0.9898 0.1081 0.1131 0.6922 0.1081 100.0 
12 4000 5000 5834 0.1131 0.9858 0.9735 0.1131 0.1131 0.9693 OJ131 100.0 
13 4500 2500 7210 0.1886 0.6924 0.9898 0.1783 0.1885 0.6922 0.1783 100.0 

14 4500 5000 5834 0.1886 0.9858 0.9735 0.1885 0.1885 0.9693 0.1884 100.0 
15 5000 2500 7210 0.2788 0.6924 0.9898 0.2601 0.2788 0.6922 0.2601 100.0 
16 5000 5000 5834 0.2788 0.9858 0.9735 0.2788 0.2787 0.9693 0.2786 100.0 

17 5500 2500 7210 0.3762 0.6924 0.9898 0.3453 0.3761 0.6922 0.3453 100.0 
18 5500 5000 5834 0.3762 0.9858 0.9735 0.3761 0.3759 0.9693 0.3758 100.0 

19 6000 2500 7208 0.4731 0.6924 0.9898 0.4260 0.4730 0.6922 0.4260 100.0 
20 6000 5000 5834 0.4731 0.9858 0.9735 0.4730 0.4727 0.9693 0.4725 100.0 
21 6500 2500 7206 0.5639 0.6924 0.9898 0.4967 0.5638 0.6922 0.4966 100.0 
22 6500 5000 5834 0.5639 0.9858 0.9735 0.5637 0.5632 0.9693 0.5630 100.0 
23 7000 2500 7203 0.6449 0.6924 0.9898 0.5542 0.6448 0.6922 0.5541 100.0 
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(continuación) 

24 7000 
25 7500 
26 7500 
27 8000 
28 8000 
29 8500 

30 8500 
31 9000 
32 9000 
33 9500 
34 9500 
35 10000 

36 10000 
37 10500 
38 10500 
39 10500 
40 11000 
41 11000 
42 11000 
43 11000 
44 11500 
45 11500 
46 11500 
47 12000 
48 12000 
49 12000 
50 12500 
51 12500 
52 12500 
53 12500 
54 13000 
55 13000 
56 13000 
57 13000 
58 13500 
59 13500 
60 14000 

5000 5836 0.6449 0.9858 0.9735 0.6447 0.6440 
2500 7197 0.7148 0.6924 0.9897 0.5983 0.7146 
5000 5836 0.7148 0.9858 0.9735 0.7144 0.7135 
2500 7188 0.7734 0.6924 0.9896 0.6302 0.7730 
5000 5834 0.7734 0.9858 0.9735 0.7728 0.7716 
2500 7176 0.8214 0.6924 0.9896 0.6522 0.8210 
5000 5830 0.8214 0.9858 0.9734 0.8207 .8191 
2500 7158 0-8602 0.6924 0.9894 0.6669 0.8596 
5000 5826 0.8602 0.9858 0.9733 0.8592 0.8572 
3000 7126 0.8911 0.8253 0.9892 0.7945 0.8904 
5000 5818 o 8911 0.9858 0.9732 0.8899 
3000 7097 0.9155 0.8253 0.9890 0.8057 
5000 5795 0.9155 0.9858 0.9728 0.9140 
3000 7057 0.9347 0.8253 0.9887 0.8130 
3500 7035 0.9347 0.9045 0.9885 0.8830 
5000 5760 0.9347 0.9858 0.9721 0.9327 
3000 7000 0.9496 0.8253 0.9882 0.8176 
3500 6984 0.9496 0.9045 0.9881 0.8908 
4000 6915 0.9496 0.9489 0.9875 0.9268 
5000 5680 0.9496 0.9858 0.9705 0.9471 
3000 6920 0.9612 0.8253 0.9875 0.8206 
3500 6908 0.9612 0.9045 0.9874 0.8959 
5000 5500 0.9612 0.9858 0.9666 0.9581 
3500 6792 0.9701 0.9045 0.9864 0.8992 
4000 6742 0.9701 0.9489 0.9859 0.9397 
5000 4955 0.9701 0.9858 0.9515 0.9663 

500 6623 0.9771 0.0072 0.9847 0.0072 
3500 6612 0.9771 0.9045 0.9845 0.9012 
4000 6562 0.9771 0.9489 0.9840 0.9431 
4500 6320 0.9771 0.9730 0.9811 0.9637 
500 6312 0.9824 0.0072 0.981 o 0.0072 

3000 631 o 0.9824 0.8253 0.9809 0.8242 
4000 6236 0.9824 0.9489 0.9799 0.9453 
4500 5875 0.9824 0.9730 0.9742 0.9670 
3500 5625 0.9865 0.9045 0.9694 0.9033 
4000 5459 0.9865 0.9489 0.9657 0.9467 

_.2-,s,._o,_o_":'26""'5"'o _ _.o_..9,._B"'96:'_ 0.6924 0.7789 0.6922 

0.8872 
0.9145 
0.9104 
0.9334 
0.9333 
0.9280 
0.9478 
0.9478 
0.9476 
0.9405 
0.9587 
0.9587 
0.9476 
0.9666 
0.9663 
0.9419 
0.9717 
0.9717 
0.9713 
0.9695 
0.9734 
0.9733 
0.9726 
0.9680 
0.9659 
0.9625 
0.7786 

Tabla 3.3 Vectores considerados en el ejemplo. 

Bordo 2: 
3 

0.9693 
0.6922 
0.9693 
0.6922 
0.9693 
0.6922 
0.9692 
0.6922 
0.9692 
0.8248 
0.9690 
0.8248 
0.9686 
0.8248 
0.9036 
0.9681 
0.8247 
0.9035 
0.9470 
0.9666 
0.8247 
0.9034 
0.9631 
0.9032 
0.9465 
0.9489 
0.0072 
0.9029 
0.9459 
0.9662 
0.0072 
0.8240 
0.9444 
0.9617 
0.8989 
0.9372 
0.6330 

0.6437 
0.5982 
0.7131 
0.6300 
0.7711 
0.6521 
0.8184 
0.6667 
0.8563 
0.7941 
0.8860 
0.8053 
0.9090 
0.8126 
0.8822 
0.9262 
0.8171 
0.8899 
0.9254 
0.9384 
0.8200 
0.8949 
0.9452 
0.8979 
0.9376 
0.9397 
0.0072 
0.8996 
0.9404 
0.9582 
0.0072 
0.8229 
0.9410 
0.9571 
0.8977 
0.9354 
0.6328 

Q = 13,000 m /s, 
1 

Q = 4,000 m'!s, 
2 

3 
Q = 6,236 m /s 

3 

<1> = 70.22 x 1 o' m' 

100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
10G.O 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 
100.0 

lo que corresponde a eventos con periodos de retorno T1 =57 años, T
2 

= 20 años, 
T3 = 50 años en los ríos Papaloapan, Tesechoacán y San Juan. 

Las envolventes de elevaciones máximas de la superficie libre del agua se 

muestran en las figuras 3.6 y 3.7 para los bordos 1 y 2 respectivamente. 
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3.3 Algunas conclusiones de la aplicación 

Debemos notar que en la solución provista, los eventos en las corrientes indivi­
duales no son elegidos previamente sino que son parte de los resultados que 
ofrece el procedimiento de cálculo. El método permite obtener la estimación más 
desfavorable para el diseño de la obra (con los datos históricos y el periodo de 
retorno dado) bajo la consideración de dependencia parcial entre los eventos ocu­
rridos en las corrientes individuales. 
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Figura 3.6 Envolvente de elevaciones máximas de la superficie 
libre del agua para el bordo 1. 

Adicionalmente, el procedimiento permite involucrar las características de la 
obra en el proceso de estimación de su propio evento de diseño. En este caso, se 
observa claramente que las avenidas de diseño son diferentes para cada una de 
las dos obras consideradas aún cuando el periodo de retorno de diseño es el 
mismo. Para el cálculo presentado, la ubicación de los bordos es la característica 
que los hace diferentes; sin embargo, en otro caso puede ser, por ejemplo, el tipo 
de obra y no su localización lo que establezca la diferencia. 
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Figura 3. 7 Envolvente de elevaciones máximas de la superficie 
libre del agua para el bordo 2. 

El enfoque de atención de las redes de ríos tiene, por supuesto, aplicaciones 
potenciales en otras áreas de la hidráulica. Por ejemplo, un sistema de drenaje o 
alcantarillado pluvial basado en canales o tuberías puede analizarse de la misma 
forma que una red hidrográfica, utilizando por supuesto un modelo que simule el 
escurrimiento por la red y planteando la función objetivo del proceso de optimización 
en forma adecuada. 
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4 Conclusiones finales 

En esta obra se ha introducido un nuevo enfoque en la estimación de avenidas para 
el diseño de obras hidráulicas específicas. El nuevo enfoque está basado en el deno­
minado análisis de frecuencias conjunto, el cual da origen al concepto fundamen­
tal del periodo de retorno conjunto manejado en las dos aplicaciones propuestas. 

El concepto del periodo de retorno conjunto, establecido mediante una exten­
sión de la definición original como el inverso de la probabilidad de excedencia 
conjunta de dos o más variables aleatorias, permite tal flexibilidad que el enfoque 
puede aplicarse a la solución de diversos problemas en la hidrología de avenidas. 
Se han presentado los casos del diseño hidrológico de vasos y de obras ubicadas 
en redes de ríos. Estos casos se han elegido ya que se considera requieren de 
atención frecuente en nuestro país. 

Aún cuando en México no quedan muchos sitios adecuados para la construc­
ción de grandes presas, la construcción de presas medianas y pequeñas y la 
revisión de la seguridad hidrológica de las obras existentes es un hecho cuya 
importancia no se puede soslayar. La existencia de registros de escurrimiento con 
periodos mayores a los utilizados en los diseños originales de las presas es una 
oportunidad que debemos aprovechar para determinar el verdadero grado de se­
guridad de nuestras cortinas. 

El método para la estimación de avenidas para el diseño o revisión de presas 
se basa en una caracterización probabilista bivariada de los hidrogramas. El gas­
to pico y el volumen de escurrimiento de la avenida son determinados mediante el 
análisis de frecuencias conjunto por lo cual se asigna un periodo de retorno a toda 
la avenida y no sólo al gasto máximo de la misma. Este proceso evita la arbitrarie­
dad en la asignación del volumen, el cual se ha demostrado tiene grandes efectos 
en la respuesta del vaso. 

Un procedimiento de optimización garantiza la selección del par de valores 
que describen la avenida ( Q, V), tales que producen el efecto más desfavorable 
en el vaso para un nivel de riesgo en particular. En el proceso de optimización, las 
características del vBso y su política de operación se ven implicadas directamen­
te, por lo cual la estimación de la avenida de diseño se realiza para cada obra en 
particular. La metodología permite tomar en cuenta además que unos vasos son 

más sensibles al volumen de la avenida que al gasto pico de la misma o viceversa. 
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La metodología, aplicada aquí a dos casos reales de revisión, muestra que 
algunas presas podrían ser más inseguras de lo que parecen (de acuerdo con el 
enfoque tradicional). 

El enfoque conjunto aplicado al caso de presas parece indicar que es necesa­
rio cambiar la filosofía en cuanto a la asignación del riesgo aceptado (periodo de 
retorno de diseño). 

Por otro lado, el diseño y construcción de obras ubicadas en redes de ríos es 
necesario en las zonas de planicie que frecuentemente se ven inundadas. En 
éstas, es frecuente la existencia de estaciones hidrométricas en los afluentes 
individuales pero no aguas abajo de las confluencias. La metodología propuesta 
permite utilizar los registros de tales estaciones mediante la consideración de 
dependencia parcial entre los mismos. 

El procedimiento, que considera las características de cada obra en particu­
lar, garantiza por medio de un proceso de optimización la selección del evento 
que produce los efectos más desfavorables para el nivel de riesgo hidrológico 
aceptado (periodo de retorno de diseño). Para el caso de redes de ríos, el análisis 
de frecuencias conjunto considera a los gastos en los diferentes afluentes como 
las variables aleatorias que se emplean para construir una función de distribución 
de probabilidad multivariada . 

De los métodos desarrollados y las aplicaciones prácticas presentadas se 
desprenden además algunas recomendaciones particulares, a saber: 

1. La revisión de la seguridad hidrológica de todas las presas mexicanas es 
una acción urgente. 

2. La aplicación del enfoque tradicional en la estimación de avenidas de dise­
ño debe realizarse con extremo cuidado, ya que se ha demostrado que la 
asignación arbitraria de otras características de la avenida además del 
gasto pico puede llevar a severos errores. 

3. Tanto en el caso de vasos como en el de obras ubicadas en redes de ríos, 
la aplicación de las metodologías propuestas resulta recomendable, ya 
que proporciona al diseñador una herramienta adicional para la toma de 
decisiones. 

Por último, a partir del nuevo enfoque planteado, se abre un gran abanico de 
nuevas líneas de investigación, entre las cuales se destacan: 
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a. Búsqueda de distribuciones de valores extremos que describan mejor el 
comportamiento conjunto de las variables hidrológicas, así como sus co­
rrespondientes métodos de estimación de parámetros. 
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b. Incorporación de un proceso de optimización de las políticas de operación 
de presas en época de avenidas en el proceso de estimación de eventos 
de diseño. 

c. Establecimiento o adaptación de políticas de operación de presas para la 
disminución del riesgo de falla de una presa. 

d. Generación de hidrogramas de diseño con datos de precipitación utilizan­
do funciones multivariadas. 

e. Diseño de redes de alcantarillado con un enfoque multivariado. 

Como se observa, el enfoque propuesto plantea una nueva mística en la 
hidrología de avenidas y con él se vislumbra un gran campo de aplicación e inves­
tigación en el tema. 
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Distribución bivariada Gumbel Doble (BiGumbel Doble) 

Sea la función de distribución de probabilidad conjunta entre las variables aleatorias 
x, y, dada por la extensión bivariada del modelo logístico de Gumbel (1960b) si­
guiente: 

F(x,y) = exp{ [(-lnF(x))m + (-lnF(x))m ]'1m} (A.1) 

donde m es un parámetro de asociación. 

Si las distribuciones marginales siguen funciones del tipo de valores extre­
mos tipo 1 (Gumbel) en una mezcla de dos poblaciones como las siguientes: 

F(x) = exp{- exp[- ~:1a'-]}Px + exp{- exp[- x ;
2
a2 ]}(1- Px) (A.2) 

F(y) = exp{- exp[- y ;,a' ]}Py + exp{- exp[- y ;
4

a4 ]}(1- Py) (A.3) 

la función F(x,y) se conoce como función de distribución BiGumbel Doble. 

La correspondiente función de densidad l(x,y) está dada por: 

a2 
l(x,y) = ·-· F(x,y) 

axay 

Introduciendo la siguiente notación: 

e, 

M=e.e.e.e 
1 2 3 4. 

k =a .e .e .e k =a .e .e .e k =a .e .e .e k =a .e .e .e 
1 1 2 3 4 2 2 1 3 4, 3 3 1 2 4, 4 4 1 2 3 

k =e .e .e k =e .e .e k =e .e .e k =e .e .e 
5 134 6 234 7 123 124 
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N= -In{ ex{ -ex{_ x:
1

81 )]Px +ex{ -ex{_ x;
2

8
2 )}1-p.)} 

P =-In{ ex{ -ex{- Y:
3

83 )]Py +ex{ -ex{- Y:
4

84 )}1- Py )} 

O= k +k +k +k +k X+ k X+ k y+ k y 
12345 6 7 8 

R { a1 +c1 exp(-x1 )+x~ 1) {a2 +c2 exp(-x2 )+x} 
= -e1 ex x - + e2 ex - x 

e1 e2 

S= -e ex{a3 +c3 exp(- y,)+ y~ _ 1)+ c
4 

exp(a4 +C4 exp(- y4 )+y} 
3 e Y e Y 

3 4 

T = -exp[ex~- x,)]+ (exp[ex~- x,)]- exp[ex~- x 2 )]Px 

U= -exp[exp(- y1)]+ (exp[exp(- y,)]-exp[exp(- y2 )Dpy 

la función de densidad puede escribirse como: 

f(x,y) = ex --- + \Nm + pm 
RSNm-1pm-1 { Q { )1/m] 

MTU M 
(A.4) 

Esta expresión puede utilizarse para la estimación de los parámetros a través 
del método de la máxima verosimilitud. 
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Parametrización de hidrogramas mediante 
interpolantes Hermitianos 

La parametrización de hidrogramas resulta útil en la definición de avenidas de 
diseño, por lo que diversas opciones de parametrización han sido propuestas en 
la literatura. No obstante, éstas exhiben ciertas limitaciones que restringen su 
aplicación en la representación de hidrogramas naturales. Esto ha motivado al 
desarrollo de una parametrización polinomial basada en el empleo de interpolantes 
Hermitianos, cuyas principales propiedades son la continuidad de derivadas has­
ta de cierto orden y la invariancia de volumen. Dichas propiedades se demuestran 
en este apéndice. También se presentan dos ejemplos de aplicación en los cuales 
se ha utilizado el procedimiento propuesto para definir la forma de un hidrograma 
unitario generado sintéticamente y para la representación de un hidrograma real 
de un solo pico. 

Introducción 

En diversos estudios relacionados con la hidrología de avenidas, es común que 
surja la necesidad de parametrizar hidrogramas, con el objeto de reducir el núme­
ro de variables involucradas en su descripción. En este sentido, Hiemstra y Francis 
(1981) y Gutiérrez y Aldama (1990) han reconocido la importancia de parametrizar 
hidrogramas de diseño, con el objeto de eliminar la arbitrariedad en la selección 
de su forma, y respectivamente han recomendado el empleo de funciones de 
Pearson y funciones triangulares. Por otra parte, Henderson (1966) ha 
parametrizado hidrogramas de entrada a almacenamientos en términos de una 
función senoidal, con el objeto de estudiar ciertos aspectos del tránsito de aveni­
das a través de vasos de almacenamiento. Finalmente, en la caracterización de 
hidrogramas unitarios generados en forma sintética, es común el empleo del 
hidrograma triangular (Ponce, 1989) o del hidrograma propuesto por el Servicio 
de Conservación de Suelos de los Estados Unidos de América (USSCS, por sus 
siglas en inglés), que ha sido parametrizado a través de una función Pearson por 
Horn (1987). 

Las parametrizaciones antes mencionadas, si bien han resultado útiles. tie· 

nen diferentes limitaciones. El hidrograma triangular, debido a que su primera deriva-
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da no es continua en el pico, y el hidrograma senoidal, debido a su simetría, no 
son representaciones realistas de hidrogramas que ocurren en la naturaleza. Por 
otro lado, para el caso de los h'idrogramas Pearson, la obtención de expresiones 
simples que relacionen los parámetros que los caracterizan (por ejemplo, volu­
men, tiempo base y gasto pico) no es tarea fácil. Estas observaciones han motiva­
do a desarrollar una parametrización polinomial de hidrogramas que posee diversas 
propiedades notables, entre las cuales está una relación muy sencilla entre volu­
men, tiempo base y gasto pico, lo cual resulta conveniente para la representación 
de hidrogramas naturales. Dicha parametrización, así como la demostración de 
sus propiedades, se presentan a continuación. 

Hidrogramas triparamétricos hermitianos 

Al parametrizar un hidrograma, es deseable que el número de parámetros 
involucrados en su caracterización sea el mínimo indispensable. Evidentemente, 
para fines de diseño, los parámetros más importantes para la caracterización de 
un hidrograma son el gasto pico, QP, el tiempo pico, tP, y el volumen de escurrimiento 
directo, V. Dado que un hidrograma representa la relación funcional entre gasto y 
tiempo, o~O(t), es más sencillo desarrollar una parametrización en términos de 
QP, tP y el tiempo base, tb. De ahi que sea conveniente que exista una relación 
sencilla entre QP, tb y V. 

La parametrización de hidrogramas de escurrimiento directo a través de la 
triada p ~ (QP, tP, tJ puede efectuarse a través de polinomios de grado impar 
como sigue: 

(8.1) 
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( j
k 

2n+1 f-t 
= Q "'b(2n+ 1) - P_ · t [t t ] 

p L..,¡ k f - f ' E P' b 
k=O b p 

(8.2) 

(8.3) 

donde n = 0,1,2, ... , (2n + 1) representa el grado del polinomio y los 2n+2 coeficientes 

a~2n+ 1 l (k= 0,1, ... ,2n + 1) se calculan a partir de las 2n+2 condiciones siguientes: 

a,n+ 1(0)= o 
Q;n+,(O)= O) 

a¡~1+ 1 (o)=o (8.4) 

Q2n+1(tp)=0 
a,~+ 1 (tp)= ap¡ 

a¡~+ 1 (tp)=o (8.5) 

mientras que los 2n + 2 coeficientes bÍ2n+
11 (k= 0,1, ... ,2n + 1) se determinan a 

partir de las 2n + 2 condiciones dadas por (8.5) y por: 

Q2n+1(tb)=0 
Q;n+1(tb)= ol 

a¡~+ 1 (tb) =0 (8.6) 

Como puede observarse, de las condiciones (8.4)-(8.6), la parametrización 
polinomial de hidrogramas dada por las expresiones (8.1 )-(8.3) posee derivadas 
continuas hasta de orden n en los puntos t =O, t = tP y t = tb. Esto es una caracte­
rística conveniente, en términos de su potencialidad para representar hidrogramas 
naturales, ya que en general, el régimen de escurrimientos de una corriente natu­

ral no cambia drásticamente en forma instantánea. En la recesión de una avenida 

por ejemplo, es de esperar que el escurrimiento disminuya paulatinamente, lo 

cual implica variaciones pequeñas en los gastos. 
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De (B.1) y (B.4), es evidente que 

12n' 1l-o k-01 a k - para - , , ... , n (8.7) 

Por tanto, la ecuación (8.1) se simplifica a la expresión 

(8.8) 

cuyos coeficientes afn+') (k= n + 1, n + 2, ... ,2n + 1) se determinan al resolver el 

sistema de ecuaciones que resulta de combinar (8.5) con (8.8). 
De manera similar, de (8.2) y (8.5) se obtiene: 

bb2n+1) = 1 } 
(2n+1) _ . _ bk -O, k -1,2, ... ,n (8.9) 

de modo que la ecuación (8.2) se convierte en: 

(8.1 O) 

donde los coeficientes bk2"+1l(k = n + 1,n + 2, ... 2n + 1) se obtienen al resolver el 

sistema de ecuaciones que resulta de combinar (8.6) con (8.1 0). 
En vista de que las condiciones (8.3)-(8.6) especifican la continuidad de 

Q 2n+ 1(t) y de sus derivadas hasta de orden n, los hidrogramas (8.8) y (8.10) 
están expresados en términos de interpolantes Hermitianos, del tipo utilizado en 
los métodos de colocación (véase, por ejemplo, Allen et al., 1988). Por tal motivo, 
de aquí en adelante se utilizará la siguiente 

Definición. Se denomina hidrograma triparamétrico Hermitiano de orden 2n 
+ 1 a 0 2n, 1 (t), expresado según (8.3), (8.8) y (8.10). 
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A continuación se muestran, como ejemplo, los hidrogramas triparamétricos 
Hermitianos de órdenes 1, 3 y 5: 

(8.11) 

(8.12) 

(8.13) 

Conforme a (8.11 ), el hidrograma triangular es un miembro de la familia de 
hidrogramas triparamétricos Hermitianos. A pesar de que, como antes se había 
señalado, dicho hidrograma tiene el inconveniente de exhibir una discontinuidad 
en su primera derivada en el pico, el resto de los miembros de la familia poseen 
derivadas continuas en ese punto. 

Los hidrogramas expresados por (8.11 )-(8.13) se muestran gráficamente en 
las figuras 8.1 a 8.3, para el caso particular de una relación tP /1"=1/3. Estos 
hidrogramas podrían generarse, desde luego, para cualquier valor de dicha rela­
ción. 
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En la tabla 8.1 se consignan valores del hidrograma triparamétrico Hermitiano 
adimensional de orden 3 para algunas relaciones f/fb. 

Relación tP ltb 
---------------

~elación_tlt,_ __ '1, % 
---- --·---

0.0 0.000 0.000 
0.1 0.028 0.028 
0.2 0.104 0.104 
0.3 0.216 0.216 
0.4 0.352 0.352 
0.5 0.500 0.500 
0.6 0.648 0.648 
0.7 0.784 0.784 
0.8 0.896 0.896 
0.9 0.972 0.972 
1.0 1.000 1.000 
1.2 0.972 0.987 
1.4 0.896 0.951 
1.6 0.784 0.896 
1.8 0.648 0.825 
2.0 0.500 0.741 
2.2 0.352 0.648 
2.4 0.216 0.550 
2.6 0.104 0.450 
2.8 0.028 0.352 
3.0 0.000 0.259 
3.2 0.175 
3.4 0.104 
3.6 0.049 
3.8 0.013 
4.0 0.000 
4.2 
4.4 
4.6 
4.8 
5.0 

Tabla 8.1 Ordenadas de los hidrogramas triparamétricos 
Hermitianos de orden tres. 
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0.000 
0.028 
0.104 
0.216 
0.352 
0.500 
0.648 
0.784 
0.896 
0.972 
1.000 
0.993 
0.972 
0.939 
0.896 
0.843 
0.784 
0.718 
0.648 
0.575 
0.500 
0.425 
0.352 
0.282 
0.216 
0.156 
0.104 
0.061 
0.028 
0.007 
0.000 
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Formas canónicas adimensionales 

Una propiedad interesante que posee cualquier hidrograma triparamétrico 

Hermitiano es que las curvas que los definen en los intervalos [O,tP] y [tp,tb] 
tienen la misma forma adimensional, bajo escalamiento, rotación y traslación apro­
piados. 

1 
0.4 i 

0.0 

" ti tp 

Figura 8.1 Hidrograma triparamétrico Hermitiano de orden uno. 

" 

•• 

t/tp 

Figura 8.2 Hidrograma triparamétrico Hermitiano de orden tres. 
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u--------------------------------------, 

2 0.6 

o 

( 
1 

~ 21 1 

,lj_~----,, '' 
'"' 

Figura 8.3 Hidrograma triparamétrico Hermitiano de orden cinco. 

Proposición 1. Las expresiones (8.8) y (8.1 0), que definen al hidrograma 
triparamétrico Hermitiano de orden 2n + 1 (para n ~ O, 1 ,2, ... ) poseen la misma 
forma adimensional canónica. 

Demostración. En el caso de la ecuación (8.8), sean 

8 - q2__Q__!J_ 
2nf1- a 

p 

1 
'=~ 

'1' 

(8.14) 

(8.15) 

el gasto adimensional y el tiempo adimensional, para el intervalo lo. tP), respecti­

vamente. Entonces, la vers1ón adimensional de (8.8) puede escribirse como: 

2n+ ~ 
- (-) " [2n+ T k . - [ ] O,n+l t ~ L. a, t ' t E 0,1 (8.16) 

k --'n~ 1 
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cuyos coeficientes se determinan requiriendo que se satisfaga la versión 
adimensional de (B.5), esto es: 

(B.17) 

La ecuación (B.16) define la forma adimensional canónica del hidrograma 
triparamétrico hermitiano de orden 2n+1, en el intervalo [O,IP). 

Al combinar (B.16) y (B.17) se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente: 

Alnlalnl=f 

donde 

1 1 1 

(n + 1) (n + 2) (n + 3) 
A(n) = (n + 1,\rl (n + 2)(n + 1) (n + 3Xn + 2) 

(n + 1,\rl .. 2 (n + 2)(n + 1) .. 3 (n + 3)(n + 2) . .4 

3 (n)T = [a(2n+1)a(2n~1) a{2n+1)] 
n+1 n+2 ·· · 2n+1 

T 
f = [1 o o ... 0] 

Ahora bien, en el caso de la ecuación (B.1 0), sean 

1 

(2n + 1) 
(2n + 1)2n 

(B.18) 

(2n + 1)2n .. (n + 2) 

(B.19) 

(B.20) 

(B.21) 

(B.22) 

(B.23) 

el gasto adimensional y el tiempo adimensional para el intervalo [tP,t,J, respectiva­
mente. Entonces, la versión adimensional de (B.1 O) puede escribirse como: 

(8.24) 
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donde 

c(2n+i) = -b(2n+i) 
k k 

(B.25) 

Los coeficientes de (B.24) se obtienen al requerir que dicha ecuación satisfa­
ga la versión adimensional de (B.6), esto es 

(B.26) 

La ecuación (B.24) def1ne la forma adimensional canónica del hidrograma 
tri para métrico Hermitiano de orden 2n+1, en el intervalo [tp,tb]. 

La satisfacción simultánea de (B.24) y (B.26) produce el sistema 

(B.27) 

donde cln)T::: lc~2~/ 1 lc~2~2-'- 1 ,i .. c~~:~ 1 lj. De (8.19), es evidente que ninguno de los 

renglones de Al ni es linealmente dependiente de los demás. Por tanto, Al ni no es 
s1ngular y (B.tB) tiene solución única. Pero la estructura de (B.18) y (B.27) es la 
misma, de donde, 

cl2n+1J:::a(2n~1J.k:::n+1n+2 2n+1 
k k ' ' ' .. ' (B 28) 

Esto es, las formas canónicas adimensionales (B.16) (correspondiente a lE [0, tJ 
y (B.24) (correspondiente a tE [tr,IJ) son idénticas. 

La demostración de esta propiedad de los hidrogramas triparamétricos 
Hermitianos muestra que si se eligen adecuadamente los factores de escalamiento, 
rotación y traslación, las curvas que los definen en los intervalos [O,IJ y [Ir, tb] son 
idénticas en forma adimensional. Esto no quiere decir que la rama de ascenso del 

hidrograma (dimensional) y su rama de recesión sean iguales, sino que maneJa­
das en forma adimensional apropiada coinciden. Como podrá observarse a conti­
nuación las formas canónicas adimensionales servirán como base para demostrar 
la invariancia del volumen. 

Observación. En virtud de (B.14) y (B.15): 

(B.29) 

o o 
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y, en vista de (8.16), (8.22), (8.23), (8.24) y (8.28): 

'b { 1 J S o,n+1(t)dt ~ opvb -tp 1- S o,n+J)dt 
tp O 

(8.30) 

Por tanto, el volumen de un hidrograma triparamétrico hermitiano de orden 
2n + 1 está dado por: 

tb fp fb 

v,n+1 ~ f Q2n+1(t)dt~ f o,n+1(t)dt+ f Q2n+1(t)dt 
o o fp 

~op+- I o,n+,(t)dtJ+O/+I 82n+1(t)dt -1] (8.31) 

En particular, para n ~O: 

1 - - - 1 So1(t)dt ~ 2 (8.32) 
o 

de donde, 

(8.33) 

El resultado anterior simplemente expresa la conocida fórmula para calcular 
el volumen de un hidrograma triangular. • 

lnvariancia del volumen 

Los miembros de la familia de hidrogramas triparamétricos Hermitianos poseen 
una notable propiedad, en el sentido de que todos ellos tienen el mismo volumen. 
Esta propiedad se demuestra a continuación. 

Proposición 2. La integral de la forma canónica adimensional [(8.16) o (8.24)] 
de los hidrogramas triparamétricos Hermitianos en el intervalo [O, 1] es invariante 
con respecto a su orden. 

Demostración. Considérese la transformación de coordenadas T siguiente, 
compuesta de una traslación del punto (1, 1) al origen y de una rotación de 1t 

radianes: 

. {Ó2n+1 ~ 1- Q2n+1 
1. • -

t = 1-l 
(8.34) 
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El efecto que la transformación rtiene sobre la forma canónica adimensional 
(8.16) se muestra gráficamente en la figura 8.4. 

' ..... , .... 

' :/ 
0.5 ---------- ----------~· 

r - ----------)! _________ 0.5 

0.5 

. /: 
: / ' 
~-~ ................ : ...................... . 

' 

Figura 8.4 Transformación sobre la forma canónica adimensional. 

te: 

Ahora bien, resolviendo (8.34) para Q2n+ 1 y t se obtiene: 

1. {Q2n+ 1 ~ 1- Ó2n+ 1 
1 . t ~ 1- i (8.35) 

Al sustituir (8.35) en (8.16) se obtiene una func1ón polinomial del tipo siguien-

(8.36) 

En lugar de intentar obtener expresiones explícitas para d~2n+ 1 1, que resulta 

en manipulaciones algebraicas extremadamente laboriosas, a continuación se 
presenta un enfoque indirecto de mucho mayor eficacia. 

Recuérdese que la forma canónica adimens·lonal (8.16) se construyó de modo 
que 

-(k) ( ) - . -0 2n_ 1 O -O, k- 0,1, .. ,n (8.37) 

La combinación de (8.35) y (8.37) implica que 

(8.38) 
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Adicionalmente, al substituir (8.34) en (8.17), se obtiene: 

' (k) {, ) . 0 2,,1\0 ~ O,k ~ 0,1, .. ,n 

Las ecuaciones (8.36) y (8.38) implican que 

dk2M
1
) ~O; k~ 0,1, .. ,n 

De donde, (8.36) adopta la forma 

Q2,,1lf)~ 
2I 1

d(2
M

1
)tk; i E [O,t] 

k=n+1 

Al requerir que (84 1) satisfaga (8.38), se obtiene el sistema 

(8.39) 

(840) 

(8.41) 

(842) 

donde d ioiT ~ ld,\~': 11 d,\'"t1 .. d);,',; 11 j. Al comparar (8.18) y (842), se concluye que 

d \211111 ::::al2 n+ 1 l.k~n+1n+2 2n+1 
k k ' ' ' .. ' (843) 

Esto es, la forma canónrca adimensional en el espacio (ó,o.,i) (dada por 

(8.36)) es la mrsma que la correspondiente al espacio (620+ 1, t) (dada por (8.16)). 

Una consecuencia de lo anterior es que la forma canónica adimensional (8.16) 
- 1 - 1 

es antisrmétrrca con respecto a las rectas t ~ 2,0,,~1 ~ -
2

, como se muestra en 

la frgura B. 5. Dicha antrsrmetrra y la ecuación (8.32) implican que, de acuerdo con 
lo mostrado en la ilustración: 

1 - - - 1 - -\ ,- 1 I o.,. 1 \r l:tt ~ I o,(r pt -ex+ a~ 
2 

:n ~ 1.2. 
,, o 

(844) 

que demuestra lél invéHiélnCia propuesta. • 

Corolario 1. Todos los hrdrogramas triparamétricos Hermitianos poseen el mrs­
movolumen. 

En efecto, de (8.31 ). (8.33) y (844), 

(8.45) 

1 
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0.5 

o 

- 1 
f=-

2 
__________________ j ________________ _ 

a 

o 

1 
1 
1 
1 
1 a 
1 
1 

0.5 

Figura 8.5 Antisimetría de la forma canónica adimensional. 

o,= t 

Corolario 2. El tiempo base puede ser substituido por el volumen en la triada 
de parámetros que caracteriza un hidrograma triparamétrico Hermitiano. 

En efecto, de (8.45): 

De modo que 0 2n+1 puede expresarse como: 

o2n+1 = o2n.,(t;op.tp.V) 

(8.46) 

(8.47) 

• 
El hecho de que los hidrogramas triparamétricos Hermitianos posean propie­

dades tales como formas canónicas adimensionales idénticas bajo transforma­
ciones apropiadas, invariancia de volumen con respecto al orden y derivadas 
continuas en el inicio, pico y fin del hidrograma no representa limitación alguna 
para su aplicación, ya que las características de la cuenca bajo estudio se toman 
en cuenta a través de los valores de los parámetros QP, tP y V, además de que se 
tiene la libertad de elegir el orden de los polinomios utilizados en la construcción 
del hidrograma, lo cual permite tomar en cuenta la forma de las curvas de aseen-
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so y recesión de la avenida. De esta manera, la forma y otras características 
fisiográficas de la cuenca, además de su tiempo de concentración pueden incor­
porarse en la determinación de los parámetros y el orden que definen un hidrograma 
triparamétrico Hermitiano. 

Ejemplos de aplicación 

Ejemplo 1 
Considérese la determinación de un hidrograma unitario sintético, q=q(~. donde q 
representa gasto unitario y 1 representa tiempo, a partir de los datos de una cuen­
ca pequeña ubicada en el estado de Morelos, sobre el río Yautepec, afluente del 
rio Amacuzac, abarcando una superficie de 545 km2, hasta la estación hidrométrica 
Ticumán. La longitud del cauce principal es de 20 km y su pendiente media, de 
0.015. Se procederá ahora a obtener los parámetros que definen a un hidrograma 
triangular. A partir de éstos, se determinarán hidrogramas sintéticos con otras 
formas. Los resultados se resumen en la ilustración B.6. 

a) H1drograma triangular 
Para determinar las características de un hidrograma unitario sintético triangular 
se ha utilizado el procedimiento propuesto por Mockus (1 957), el cual indica que 
el gasto pico unitario, '/

1
, , en m3/mm, está dado por: 

(B.48) 

donde A es el area de la cuenca en km 2 y 1", es el tiempo base del hidrograma en 
horas. A su vez, el tiempo base se puede aproximar como lb= 2.671P, siendo IP el 
t1empo p1co del hidrograma. El t1empo pico se calcula como: 

(B.49) 

donde de es la durac1ón en exceso y Ir el tiempo de retraso, los cuales pueden 
estimarse a part1r del tiempo de concentración 1 como d = 1 y 1 = O 60 t Por su e e e r · e 
parte, el tiempo de concentración. en h, puede calcularse con la fórmula de Kirpich 
(Chow, 1 964), como: 

Lo n 
(. = 0.000325--

50385 
(B. 50) 
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donde L y S son la longitud y pendiente del cauce principal en m y m/ m, respecti­
vamente. 

Con los datos del ejemplo se obtienen los siguientes resultados: de= lc=3.48 
h .. 1,=2.09 h, tp=3.83 h, lb=10.21 h y qP=29.66 m3/s/mm. A partir de estos últimos 
dos parámetros es posible calcular el volumen del hidrograma cuyo valor resulta 
ser v=545,091 m3/mm. En resumen, el hidrograma unitario triangular queda defi­
nido por los siguientes parámetros: qp=29.66 m3/s/mm, tp=3.83 h y ""'545,091 m3/ 

mm (véase la ilustración 6). Esta triada de parámetros también puede ser utiliza­
da para caracterizar hidrogramas unitarios con formas diferentes a la triangular. 

b) Hidrograma del USSCS 
Uno de los métodos disponibles para construir hidrogramas unitarios sintéticos es 
el propuesto por el Servicio de Conservación de Suelos de los Estados Unidos 
(USSCS, por sus siglas en inglés, Mockus, 1957). La forma de dicho hidrograma 
se determina en términos del tiempo adimensional, tltp, y el gasto adimensional, 
qlqP. Para el ejemplo se ha utilizado qp=29.66 m3/slmm y tP=3.83 h para formar el 
hidrograma en estudio (véase la ilustración 8.6). El volumen no es un parámetro 
independiente del gasto pico y el tiempo pico en este caso, ya que el hidrograma 
del USSCS se determina solamente en función de los parámetros qPy tP. El cálcu­
lo del volumen se puede realizar en forma numérica y, para el ejemplo en estudio, 
resulta ser v=499, 127 m3/mm, valor que difiere del especificado en la triada de 
parámetros (545,091 m'/mm). 

e) Hidrograma Pearson 
La función Pearson puede utilizarse para describir un hidrograma unitario, por 
medio de la expresión (Ponce, 1989): 

q = qp[ t; rl(t,-t,,) e(t,-t)l(t,-t,) (8.51) 

para lE [0,=) y q=O para otros tiempos. En la ecuación (8.51), t
9 

es el tiempo al 

centroide del hidro grama. Ev'tdentemente, tb--> =para el hidrograma Pearson dado 
por (8.51 ). 

La ecuación (8.51) se puede integrar, obteniéndose la siguiente expresión 
para el volumen: 

(8.52) 
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Cuando qP, tP y v son conocidos, (8.52) representa una ecuación trascenden­
tal para t, , la cual puede ser resuelta numéricamente. Desafortunadamente, este 
proceso de solución es un tanto laborioso, en vista de la complejidad de la rela­
ción funcional representada por (8.52). Empleando los valores qP=29.66 m3/s/ 
mm, tp=3.83 h y V=545,091 m3/mm, en (8.52), se obtiene la solución tP~4.87 h. El 
hidrograma Pearson resultante, obtenido de (8.51), se muestra en la f1gura 8.6. 

d) Hidrograma senoidal 
Un hidrograma unitario descrito por una función senoidal, se expresa como: 

q = qP sen("-t) 
2 tp 

(8.53) 

para tE lü,2t P], y q=O para otros tiempos. Evidentemente, en este caso, tb=2tP. El 
volumen se obtiene integrando (8.53) y está dado por: 

(8.54) 

Al observar (8.53) y (8.54), se concluye que el hidrograma senoidal queda 
completamente determinado por los parámetros qP y tP, ya que el volumen no es 
un parámetro independiente de ellos. Para el ejemplo en estudio, para qP=29.66 
m3/s/mm y tp=3.83 h, se obtiene, al aplicar (8.54), v=520,694 m31mm, valor que 
difiere del volumen especificado en la triada de parámetros (545,091 m3/mm). El 
hidrograma senoidal resultante se muestra en la figura 8.6. 

e) Hidrogramas triparamétricos hermitianos 
El hidrograma triparamétrico hermitiano (HTH) de primer orden coincide con el 
hidrograma triangular y está dado por (8.11 ). El HTH de tercer orden está definido 
por (8.12), mientras que el de quinto orden por (8.13). Al aplicar estas expresio­
nes, % se sustituye por QP y debe utilizarse una expresión similar a la ecuación 
(8.46) para expresar el tiempo base en función del gasto pico unitario y el corres­
pondiente volumen, esto es: tb = 2vlqP. Los hidrogramas resultantes para el ejem­
plo en estudio, se muestran en la figura 8.6. 

Los resultados mostrados en la ilustración 8.6 indican lo siguiente: 

1. Los hidrogramas USSCS y senoidal no preservan el volumen especifica­
do en la triada de parámetros (qp, tP, v), ya que ambos se definen exclusi­

vamente a través del gasto pico y el tiempo pico. 
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2. El hidrograma Pearson permite preservar la triada de parámetros (qP, tP, 
v). No obstante, su aplicación es tediosa, ya que la relación que existe 

entre el tiempo al centroide, t9, y la triada (qP, tP, v) es complicada, lo cual 

dificulta la obtención de t
9 

a fin de que se preserve un volumen especifi­

cado. 

3. Los hidrogramas triparamétricos hermitianos preservan la triada (qP' tP, v) 
de manera muy sencilla en vista de la simplicidad de la relación que existe 
entre el volumen, el gasto pico y el tiempo base para dichos hidrogramas. 

E¡emplo 2 
Considérese el hidrograma aislado de escurrimiento directo mostrado en la figura 
B. 7, registrado en la estación hidrométrica Las Gaviotas, en la cuenca baja del río 
Grijalva, en mayo de 1970. Con el fin de parametrizar dicho hidrograma, se han 
aplicado los métodos descritos en el ejemplo 1, con excepción de los asociados 
con los hidrogramas USSCS y senoidal, ya que éstos no preservan el volumen. 
Para este caso se tienen los siguientes datos: Qp=359. 73 m3/s, tp=60 h, y V=164.62 
Mm'- En el caso del hidrograma Pearson, la solución numérica de (B.52) (sustitu­

yendo QP por qP y V por v) produce el resultado t9 =1 00 h. Las parametrizaciones 

del hidrograma mostrado en la figura B. 7 se muestran gráficamente en la figura 
B. B. Como puede observarse, los hidrogramas triparamétricos hermitianos de ór­
denes 3 y 5, así como el hidrograma Pearson representan la curva de ascenso del 
hidrograma registrado, de mucho mejor manera que el hidrograma triangular. La 
curva de recesión se representa más satisfactoriamente a través de los hidrogramas 
Pearson y triparamétricos Hermitianos de órdenes 3 y 5 que a través del hidrograma 
triangular. No obstante, la utilización del hidrograma Pearson tiene la desventaja 
de que se requiere la tediosa solución de la ecuación (B.52), a fin de que el volu­
men especificado sea preservado. 

De acuerdo con el comportamiento de los hidrogramas triparamétricos her­
mitianos de órdenes uno, tres, cinco y superiores, se recomienda, para aplicacio­
nes prácticas, el uso del hidrograma de tercer orden, que resulta de fácil aplicación 
y presenta ventajas sobre el de primer orden, en el sentido que preserva la conti­
nuidad de la primera derivada temporal del gasto al inicio y término del hidrograma, 
así como en el p1co del mismo. En algunos casos, sin embargo, podría resultar 
mejor la aplicación de hidrogramas de orden superior. 
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Figura 8.6 Hidrogramas sintéticos (ejemplo 1 ). 
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Figura 8.7 Hidrograma registrado (ejemplo 2). 
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Figura 8.8 Comparación entre parametrizaciones (ejemplo 2). 

Comentarios finales 

400 

La parametrización de hidrogramas es útil en el contexto de diversos estudios de 
hidrología de avenidas. En este trabajo se presenta una parametrización polinomial 
sencilla que posee propiedades atractivas para la representación de hidro gramas 
naturales de un solo pico. Dicha parametrización se basa en el uso de la triada 
gasto pico, tiempo pico y volumen, y de interpolantes Hermit"1anos. Los hidrogramas 
así construidos se denominan h1drogramas triparamétricos Hermitianos, cuyas 
propiedades principales son: derivadas continuas hasta de grado n para un 
hidrograma de orden 2n + 1, invariancia de volumen con respecto al orden del 
hidrograma y la existencia de una expres1ón muy simple que relaciona gasto pico, 
tiempo base y volumen. Se espera que la parametrización propuesta sea de utili­
dad en el desarrollo de metodologías para la estimación de avenidas de diseño. 
En particular, los hidrogramas triparamétricos hermitianos pueden utilizarse para 
representar hidrogramas naturales de tormentas aisladas registrados en estacio­
nes hidrométricas. Adicionalmente, la metodología propuesta puede ser emplea­
da para definir la forma de hidrogramas unitarios generados sintéticamente, a 
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través de la estimación del gasto pico y el tiempo de concentración, a partir del 
cual pueden estimarse el tiempo pico y el tiempo base. Con dos ejemplos numé­
ricos, se ha mostrado que la parametrización propuesta en este trabajo es mejor 
que la asociada con hidrogramas USSCS y senoidal, dado que éstos sólo pueden 
preservar el gasto pico y el tiempo pico de un hidrograma (registrado o sintético). 
Los hidrogramas triparamétricos hermitianos también ofrecen ventajas en rela­
ción con los hidrogramas Pearson, ya que la utilización de éstos últimos involucra 
la tediosa solución de una ecuación trascendental no lineal, a fin de preservar el 
volumen del hidrograma por representar. 
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gasto pico adimensional, el volumen de escurrimiento adimensional y el tiempo al 
pico adimensional de la avenida de entrada al vaso. 

Los valores numéricos de dichas variaciones son efectivamente equiparables 
ya que se está solucionando el problema en forma adimensional. 

Ya que se dispone de una serie de expresiones no explícitas para calcular la 
evolución de los almacenamientos en el vaso, el análisis se llevó al cabo en forma 
numérica. Se construyeron gráficas del tipo S vsl'; para diversos pares ay y cons­
tantes. Es posible incluso, a partir de estas gráficas, calcular en forma numérica 

as 
aproximada valores para la derivada a¡; . 

Ya que se utilizó la versión adimensional de la ecuación y solución, los resul­
tados que aqui fueron obtenidos no pierden generalidad, aún cuando los cálculos 
se han realizado con los datos reales de una presa en particular. 

Se trabaJÓ con datos reales correspondientes a la presa El Molinito, ubicada 
en Sonora, México, misma que se utilizó para evaluar la bondad de la solución 
analítica aproximada en el capítulo 3. Como se sabe, El Molinito presenta un 
valor E = 0.237587 y los datos generales del embalse son los mostrados en la 
figura 2.9. 

Sólo para brindar información adicional acerca de los valores esperados 
en las variables adimensionales que describen al hidrograma, la avenida de dise­
ño de la presa se ha simplificado al hidrograma triangular mostrado en la figura 
(C.1 ). 

Con base en las expresiones 2.30 a 2.32, se procedió a elaborar gráficas con 
valores numéricos indicativos de la sensibilidad. Se realizaron cálculos para un 
amplio rango de valores, los cuales son: 

El volumen de escurrimiento: 
El gasto de pico: 
El tiempo al pico: 

0.1 O<: a<: 1.00 con incrementos de 0.1 O 
0.50 <: 1'; <: 6.50 con incrementos de 0.50 
0.05 <:y<: 2.00 con incrementos de 0.05 

a 
En todas las corridas se cuidó que Y<¡; a fin de simular hidrogramas simila-

res a los encontrados en la realidad. 
Se generaron diversas gráficas que muestran la variabilidad del almacena­

miento adimensional máximo al variar todos y cada uno de los parámetros. 
En las figuras de este apéndice se muestran ejemplos de las gráficas tipo 

obtenidas en tres bloques, los cuales obedecen a corridas en las que se ha varia­
do cada uno de los parámetros de la avenida de entrada. 

En el primer bloque de ilustraciones se muestra la variación del almacena­

miento máximo con respecto a 1';, el gasto pico adimensional, manteniendo cons-
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Análisis de sensibilidad de los parámetros 
del hidrograma de ingreso a vasos 

Introducción 

Como parte del planteamiento para mejorar el diseño de vasos de almacenamien­
to se desarrolló una solución analítica aproximada a ia ecuación de tránsito de 
avenidas en vasos, la cual se obtuvo mediante un enfoque perturbatorio. La solu­
ción propuesta se puede consultar en el capítulo 3 de esta obra. Asimismo, se 
determinó, a partir de la aplicación de la solución a casos reales, que una solución 
de orden uno es suficiente para las aplicaciones prácticas de diseño, aún cuando 
se generaron las soluciones para los órdenes cero, uno y dos. 

La solución aproximada general toma en cuenta explícitamente la forma del 
hidrograma mediante la función l(t) y se cuenta también con formulaciones espe­
cíficas para el caso de un hidrograma de entrada triangular descrito por tres pará­
metros; el gasto de pico, el tiempo al pico y el volumen de escurrimiento del mismo. 

Al contar con la solución analítica aproximada resulta factible llevar a cabo un 
análisis de la sensibilidad de los parámetros del hidrograma de entrada en la 
respuesta del vaso. Este análisis permite determinar cuáles parámetros del 
hidrograma tienen más importancia en la respuesta considerada en el vaso. El fin 
del análisis es poder simplificar la caracterización de una avenida, es decir, redu­
cir el número de parámetros que la describen, si esto es posible desde un punto 
de vista práctico. Las bases y los resultados de dicho análisis se presentan en 
este apéndice. 

Los parámetros representativos del hidrograma que se han elegido son el 
gasto pico, el volumen de escurrimiento y el tiempo al pico. 

El análisis se ha desarrollado de tal forma que se pueda apreciar en forma 
gráfica el comportamiento de una característica del funcionamiento del vaso con 
respecto a cada uno de los parámetros de la avenida. Se ha determinado que, ya 
que el fin de la metodología completa es el diseño del vaso, el almacenamiento 
máximo en éste es una buena característica a considerar en el proceso. 

La gráfica del almacenamiento máximo adimensional ( Smáx) contra cada uno 
de los parámetros, mientras se mantiene a los otros dos parámetros constantes, 

as as as 
es un indicativo implícito de las variaciones ()~ 'd(J 'ay en donde ~- (J y y son el 
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:; =6.841 
' 

~--· ---- ---- .. r 
'Y -· 0.107 2cr/~ = 0.321 

Figura C.1 Avenida adimensional de diseño para la presa El Molini1o. 

tantes a a y y, el volumen de escurrimiento adimensional y el tiempo al pico 
adimensional. Se puede observar en estas gráficas que para a pequeño y y tam­
bién pequeño, lo cual corresponde a hidrogramas de avenidas con poco volumen 
de escurrimiento y ramas de ascenso muy pronunciadas; el valor del gasto pico 
no tiene mucha influencia sobre el valor del almacenamiento máximo en el mismo. 
Sin embargo, a medida que crecen los valores tanto de a como de y, el gasto pico 
juega un papel muy importante en el valor del almacenamiento máximo en el vaso. 

De estas gráficas se puede apreciar que el valor de y no tiene influencia algu­
na para valores pequeños de a, digamos hasta cr =0.40 y su contribución a la 
variabilidad de Smáx es ligeramente apreciable sólo cuando a alcanza valores 
cercanos a la unidad, digamos mayores de 0.80. 

Se observa también que la mayor variación de Smáx se presenta para valo­
res pequeños de r;, digamos menores que 2.00, lo cual corresponde a hidrogramas 
de avenidas con gastos pico moderados pero con volúmenes de escurrimiento 
importantes, es decir, hidrogramas más bien extendidos. De este primer bloque 
de gráficas se puede decir que y no parece tener un gran efecto sobre el compor­
tamiento el vaso a través del Smáx. 

El siguiente bloque de gráficas muestra la variación de Smáx con respecto al 
volumen de escurrimiento del hidrograma de entrada, cr. De acuerdo con lo con­
signado en las gráficas Smáx muestra una gran variabilidad con cr no importando 
los valores de r; y y. Se observa , sin embargo, que para valores relativamente 
pequeños de a, digamos menores de 0.50, la variación de Smáx es mayor que 

para valores de cr > 0.50. Se identifica, además, que para valores grandes de y, 
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digamos y> 1.50, la variabilidad de Smáx t'1ende a dism'1nuir. mientras que para 
grandes valores de f,, digamos 1; > 1.00, la variación es más pronunciada. 

De las gráficas de este segundo bloque se aprecia que el tiempo al pico, y, no 
tiene influencia importante en la evolución de Smáx para valores pequeños de cr y 
s y sólo presenta cierta influencia, aunque no significativa para valores de cr > 0.8 
y:;> 3.00. 

Se puede concluir, del análisis de este segundo grupo de gráficas, que el 
tiempo pico no parece tener una influencia importante en la variación de Smáx. 

Para el tercer bloque de gráficas se consideró la variación del almacenamien­
to máximo ad1mensional (Smáx) con respecto al tiempo pico adimensional, y. A 
partir de esta gráficas es posible observar claramente que Smáx no sufre varia­
ciones importantes al modificar el valor de y en el rango de 0.00 a 2.00. Se puede 
observar sin embargo, que para valores muy grandes de cr y 1;, lo cual correspon­
de a grandes avenidas tanto en gasto pico como en volumen de escurrimiento, el 
tiempo pico comienza a tener un muy pequeño pero no significativo efecto sobre 
el almacenamiento máximo en el vaso. Se determina además que las variaciones 
de Smáx con respecto a y ocurren para valores grandes de 1;, lo cual corresponde 
a hidrogramas muy altos. Esta variación se ve favorecida cuando se tienen ade­
más grandes volúmenes de almacenamiento. 

El tercer bloque de gráficas muestra claramente que la influencia de y (tiempo 
pico adimensional) es perceptible sólo para valores muy grandes de s y valores 
moderados de cr. Sin embargo, los valores grandes de s tienen mucha más in­
fluencia que y en la respuesta del vaso ante la avenida. 

La presencia de gráficas con lineas que se confunden, especialmente en los 
bloques de gráficas 1 y 2 refuerzan el postulado de que el tiempo pico presenta 
poca importancia en la respuesta del vaso. 

Del anális·ls de las gráficas, especialmente de las ilustraciones de los bloques 
2 y 3, se desprende que el tiempo pico presenta una influencia poco significativa 
sobre la respuesta del vaso, la cual esta descrita por el almacenamiento máximo 
en el mismo, de tal forma que ésta se puede considerar de importancia nula para 
los fines prácticos. 

Los resultados del análisis numérico de sensibilidad de vasos a los parámetros 
del hidrograma de entrada muestran que, en una caracterización multivariada del 
hidrograma, el tiempo al pico puede elegirse arbitrariamente sin gran pérdida de 
información. Además, parece existir una gran importancia del volumen de 
escurrimiento en el comportamiento del vaso ante la avenida. 

A continuación se presentan ejemplos de las gráficas de variación del alma­
cenamiento máximo adimensional en los tres bloques mencionados. 
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Bloque 1. Variando el parámetro~ 
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Bloque 2. Variando el parámetro a 
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APÉNDicE e 

Bloque 3. Variando el parámetro y 
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